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1. ASEP: Kölcsönható részecskék

-
x

◦ ◦ • • • ◦ ◦•

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Bernoulli(̺) eloszlás

részecskék ugranának

jobbra p rátával,
balra q = 1 − p < p rátával.

Az ugrás csak akkor megy végbe, ha az érke-

zési hely üres.

A Bernoulli(̺) eloszlás stacionárius tetszőleges

(0 ≤ ̺ ≤ 1) paraméterre. Bármely eltolás-invariáns

stacionárius eloszlás Bernoulli-k keveréke.
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Az ugrás csak akkor megy végbe, ha az érke-
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balra q = 1 − p < p rátával.
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11



1. ASEP: Kölcsönható részecskék
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részecskék ugranának

jobbra p rátával,
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balra q = 1 − p < p rátával.
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-
x

• • • •◦ ◦ ◦◦

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Bernoulli(̺) eloszlás
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Hidrodinamika (röviden)

Legyenek T és X nagy léptékű idő- és tér ko-

ordináták.

 Legyen ̺ = ̺(T = 0, X) a sűrűség az x =

X/ε helyen. (Nagy léptékű függés.)

 ̺(T , X) a sűrűség hosszú t = T/ε idő után

és az x = X/ε helyen. Ekkor a := p − q-val

∂

∂T
̺ +

∂

∂X
a[̺(1 − ̺)] = 0 (Burgers)

∂

∂T
̺ + a[1 − 2̺] ·

∂

∂X
̺ = 0 (aḿıg sima)

∂

∂T
̺ +

dX(T )

dT
·

∂

∂X
̺ =

d

dT
̺(T , X(T )) = 0

 A karakterisztikus sebesség

C(̺) := a[1 − 2̺].

(̺ konstans Ẋ(t) = C(̺) mentén.)
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és az x = X/ε helyen. Ekkor a := p − q-val

∂

∂T
̺ +

∂

∂X
a[̺(1 − ̺)] = 0 (Burgers)

∂

∂T
̺ + a[1 − 2̺] ·

∂

∂X
̺ = 0 (aḿıg sima)
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Hidrodinamika (röviden)
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Hidrodinamika (röviden)
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Hidrodinamika (röviden)

Legyenek T és X nagy léptékű idő- és tér ko-
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Hidrodinamika (röviden)
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hx(t) − hx(0) = az x fölött átugró részecskék

előjeles számának összege.

hV t(t) = a mozgó V t ablak fölött átugró ré-

szecskék előjeles számának összege (V ∈ R).
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hx(t) − hx(0) = az x fölött átugró részecskék
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előjeles számának összege.
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45



2. ASEP: Felületnövekedés
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előjeles számának összege.
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előjeles számának összege.
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előjeles számának összege.
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3. A növekedés fluktuációi

-

6

x
t = 0

h t

0

0

Ferrari - Fontes 1994:

lim
t→∞

Var(hV t(t))

t
= konst · |C(̺) − V |.

 A kezdeti fluktuációk a karakterisztikák

mentén mozognak.

 És ha V = C(̺)?
Sejtés:

lim
t→∞

Var(hC(̺)t(t))

t2/3
= [vmi. nemtriviális].
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-

6

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� V tC(̺)t

hV t

x
t = 0

t

h t

0

0

Ferrari - Fontes 1994:

lim
t→∞

Var(hV t(t))

t
= konst · |C(̺) − V |.

 A kezdeti fluktuációk a karakterisztikák
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3. A növekedés fluktuációi

Tétel: Minden 0 < ̺ < 1 és q < p paraméterre

0 < lim inf
t→∞

Var(hC(̺)t(t))

t2/3

≤ lim sup
t→∞

Var(hC(̺)t(t))

t2/3
< ∞.

A teljesen aszimmetrikus kizárásos folyamatra (TASEP:

p = 1, q = 0) hC(̺)t(t)/t1/3 határeloszlását Baik, Deift

és Johansson 1999, Johansson 2000, valamint Ferrari

és Spohn 2006 azonośıtották a Tracy-Widom eloszlás

formájában (GUE véletlen mátrixok).

Az ő módszerük: Last passage perkoláció, nehéz kom-

binatorika és aszimptotikus anaĺızis.

 Más módszerekhez kellett folyamodnunk. Előzmé-

nyek: Cator és Groeneboom 2006 (Hammersley folya-

mat), B., Cator és Seppäläinen 2006 (TASEP, last pas-

sage).
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nyek: Cator és Groeneboom 2006 (Hammersley folya-

mat), B., Cator és Seppäläinen 2006 (TASEP, last pas-
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és Johansson 1999, Johansson 2000, valamint Ferrari
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4. A másodosztályú részecske
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Bernoulli(̺) eloszlás

Csatolás: Az egy darab különbség megmarad

= a másodosztályú részecske. A poźıciója t-

kor Q(t).

Tétel:

E(Q(t)) = C(̺)t

(karakterisztikus sebesség), és

Var(hV t(t)) = konst · E|Q(t) − V t|.

A bizonýıtás Bálint ötletén alapul, szerinte ez standard.
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A bizonýıtás Bálint ötletén alapul, szerinte ez standard.

83



4. A másodosztályú részecske
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A csatolási mérték

Legyen λ < ̺, és

µ
(
◦
◦

)
= 1 − ̺, µ

(
•
◦

)
= ̺ − λ, µ

(
•
•

)
= λ.

Ekkor a
”
felső” marginális Bernoulli(̺), az

”
al-

só” Bernoulli(λ). µ szorzata szerint:

hV t(t) − hV t(t) = a mozgó V t ablak fölött át-
ugró ↑-k előjeles számának összege (V ∈ R).
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89



A csatolási mérték
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só” Bernoulli(λ). µ szorzata szerint:

-
x

6h

-3

-2

-1

0

1

2

3

◦ ◦ • •◦ •◦ ◦•
◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • • ◦

�

�

�

�

↑ ↑

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

6
6

hV t(t) − hV t(t) = a mozgó V t ablak fölött át-
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93



A csatolási mérték
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97



A csatolási mérték
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só” Bernoulli(λ). µ szorzata szerint:

-
x

6h

-3

-2

-1

0

1

2

3

◦ ◦ ◦• •◦ •◦ ◦•
◦ ◦ ◦ ◦ • •◦ ◦

�

�

�

�

↑ ↑

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

6

6

hV t(t) − hV t(t) = a mozgó V t ablak fölött át-
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felső” marginális Bernoulli(̺), az

”
al-
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A csatolási mérték
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A csatolási mérték
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Legyen λ < ̺, és

µ
(
◦
◦

)
= 1 − ̺, µ

(
•
◦

)
= ̺ − λ, µ

(
•
•

)
= λ.

Ekkor a
”
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A csatolási mérték
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A csatolási mérték
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A csatolási mérték
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5. A felső korlát

-
x

̺

↑

Kapcsoljuk össze Q(t)-t a ↑-kal.

P{Q(t) túl nagy}

≤ P{túl sok ↑ keresztezte C(̺)t-t}

≤ P{hC(̺)t(t) − hC(̺)t(t) túl nagy}.

Optimalizáljuk azt, hogy
”
túl nagy” λ-ban,

használjunk egy Csebisev-egyenlőtlenséget, és
találjunk kapcsolatot Var(hC(̺)t(t))
és Var(hC(̺)t(t)) között.

P{Q(t) − C(̺)t ≥ u} ≤ c ·
t2

u4
·Var(hC(̺)t(t))

= c ·
t2

u4
· E|Q(t) − C(̺)t|.
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5. A felső korlát
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≤ P{túl sok ↑ keresztezte C(̺)t-t}

≤ P{hC(̺)t(t) − hC(̺)t(t) túl nagy}.
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5. A felső korlát
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5. A felső korlát
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Kapcsoljuk össze Q(t)-t a ↑-kal.

P{Q(t) túl nagy}
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P{Q(t) túl nagy}
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P{Q(t) − C(̺)t ≥ u} ≤ c ·
t2

u4
·Var(hC(̺)t(t))

= c ·
t2

u4
· E|Q(t) − C(̺)t|.

116



5. A felső korlát
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5. A felső korlát
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Legyen

Q̃(t) := Q(t) − C(̺)t, E := E|Q̃(t)|.

Az előző oldalról(egy hasonló alsó eltérés egyenlőt-

lenséggel):

P{|Q̃(t)| > u} ≤ c ·
t2

u4
· E.

Ezért

E =
∫ ∞

0
P{|Q̃(t)| > u} du

= E
∫ ∞

0
P{|Q̃(t)| > vE} dv

≤ E
∫ ∞

1/2
P{|Q̃(t)| > vE} dv +

1

2
E

≤ c ·
t2

E2
+

1

2
E,

azaz E3 ≤ c · t2,

Var(hC(̺)t(t)) = konst. · E|Q(t) − C(̺)t|

= konst. · E

≤ c · t2/3.
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lenséggel):

P{|Q̃(t)| > u} ≤ c ·
t2

u4
· E.

Ezért
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lenséggel):

P{|Q̃(t)| > u} ≤ c ·
t2

u4
· E.

Ezért
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Legyen
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6. Az alsó korlát

-
x

0

λ

Legyen Qa(0) = a < 0. Ha Qa(t) ≤ C(̺)t,

akkor a ↑-k nem keresztezték a C(̺)t ablakot

balról jobbra:

P{Qa(t) ≤ C(̺)t} ≤ P{hC(̺)t(t) < hC(̺)t(t)}.

Tehát:

1≤P{Qa(t) > C(̺)t}+P{hC(̺)t(t) < hC(̺)t(t)}.

 Álĺıtsuk be a-t úgy, hogy E(Qa(t)) < C(̺)t,

 E(hC(̺)t(t)) − E(hC(̺)t(t)) ∼ t(̺ − λ)2 len-

ne, ha ζ Bernoulli(̺) eloszlású lenne. Ehe-

lyett E(hC(̺)t(t)) kap egy ártalmatlan Radon-

Nikodim szorzót.
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lyett E(hC(̺)t(t)) kap egy ártalmatlan Radon-
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130



6. Az alsó korlát
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131



6. Az alsó korlát
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1≤P{Qa(t) > C(̺)t}+P{hC(̺)t(t) < hC(̺)t(t)}.

⇒ Mindkét valósźınűség eltérés valósźınűsége.

Becsüljük az első valósźınűséget Markov, a má-

sodikat Csebisev egyenlőtlenséggel (megint hasz-

náljuk a kapcsolatot Var(hC(̺)t(t)) és Var(hC(̺)t(t)) kö-

zött).

A megfelelő paraméterek:

̺ − λ ∼ t−1/3, a ∼ −t2/3.

Ekkor

1 ≤ c1 ·
E(|Q̃a(t)|)

t2/3
+ c2 ·

Var(hC(̺)t(t))

t2/3
,

1 ≤ c ·
Var(hC(̺)t(t))

t2/3
.
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zött).
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7. Nyitott kérdések

→

E|Q̃(t)|4? E|h̃C(̺)t(t)|
5?

E|Q̃(t)|3−ε E|h̃C(̺)t(t)|
4?

E|Q̃(t)|2 E|h̃C(̺)t(t)|
3?

E|Q̃(t)|1 E|h̃C(̺)t(t)|
2-�

→ Mi a limesz lim
t→∞

Var(hC(̺)t(t))

t2/3 = ? (Nehéz.)

→ Más modellek (zero range, kőműves, ...)?

Köszönöm a figyelmet.
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