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Bevezetés

A fizikdban rendkiviil fontos a csoportok szerepe, dltaldban szimmetridk felirasanal. A szim-
metridk gyakran leszilikitik elméleti lehetOségeinket, igy segitve 1j elméletek keresésének irdnyét,
egyszerlibbé teszik szamoldsainkat, s6t néha konkrét joslatok alapjat is adjdk. Nincs ez mésképp
a kvantumtérelméletekben sem. Ezeket az elméleteket sokszor relativisztikus alakban fogalmazzuk
meg, {gy mar felirdsukkor megjelenik a Poincaré-csoport, mint alapvetd szimmatriacsoport (illetve
néha ennek alacsonyabb dimenziés megfelel6i). Az elméletek egy masik jelents részét adjik a kon-
form térelméletek, melyekben a Poincaré-csoport helyett két dimenziés konform csoportok jelennek
meg.

Uj jelenségek leirasanal bizonyos belsé szimmetridk segitenek a tapasztalatok értelmezésében,
osztalyozasidban, kezelhetévé téve kisérleti eredményeinket. Természetesen ezen szimmetriak ké-
s6bb megjelennek a jelenségre kidolgozott elméletekben is. Ilyenek példaul az izospin, a parités, a
toltéskonjugacio, a lepton- és barionszammegmaradas. A jelenségek hatterét leiré mértékelméleti
leirdsokban pedig mértékszimmetridk jelennek meg, alapjat adva az elmélet felépitésének.

Ebben a dolgozatban a szuperszelekcids szektorok (?7) elméletében fontos szerepet jatszo6
néhény alapfogalmat ismerhetiink meg. Ezeket a fogalmakat racsmodellek példajan keresztiil
mutatjuk be. Vizsgaljuk ezen modellekben véges szimmetridk hatdsat, valamint az e hatdsokra
invaridns (azaz szimmetrikus) kombindcidkat. Két modellel foglalkozunk: az elsd egy egy di-
menziés Ising-spin modell, melyben a szimmetriacsoportnak a Zs két elemii csoport felel meg,
mésik modelliink pedig egy hasonl$ algebrara épiild spin-modell, melyen az S3 csoport hat (ennek
két generdtora egy harmadrendii forgatdsnak illetve egy tiikrozésnek felel meg). Bar a dolgozat-
ban csak véges csoportok fordulnak eld, a bemutatott médszerek alkalmasak Hopf-algebrai vagy
altalanosabb szimmetridji modellek tanulmanyozaséra is.

A dolgozat els6 részében rovid attekintést nyujtunk a felhaszndlt matematikai apparatusrol.
fgy az elso fejezet a véges csoportok altalanos tulajdonsdgairdl és abrazolasukrol szdl, a méasodik
fejezetben az abrazolasok és a kozottik vald attérések rendszerezésérol esik sz6. Az itt bemutatott
fogalmakat a harmadik fejezetben az Ss csoporton mutatjuk be, eljutva egy fontos egyértelmiiségi
allitashoz e csoport abrazoldsi rendszerének struktirajaval kapcsolatban. A maésodik részben
racstérelméleti alkalmazdsokrol esik szd. A negyedik fejezetben e véges csoportok szimmetriaként
valé felirdsanak maédjat vizsgaljuk racstérelméletek operatoralgebrajan. Az 6todik fejezetben az
Ising-spin modellen, a hatodik fejezetben pedig egy hasonlé algebran felirt Ss-spin modellen mu-
tatjuk be eddig felépitett fogalmainkat. A szimmetridk hatdsdnak felirdsian til megkeressiik e
modellekben a szimmetriatranszforméciokra invaridns tn. megfigyelhet6 részét a modellek opera-
toralgebrdjanak.



1. Véges csoportok

Ebben a fejezetben néhany sziikséges alapismeretet foglalunk Gssze a véges csoportokkal és
abrazolasaikkal kapcsolatban. Az itt szerepl6 levezetések koziil néhany egyszeriibb 6nnélléan lett
kidolgozva, az allitasok egy részének bizonyitasat viszont nem ko6zoljiik.

1.1. A csoportalgebra

1.1.1 Definicié. A (G,-) part csoportnak nevezziik, ha G halmaz, - pedig egy asszociativ, egység-
elemes és inverzelemes miivelet rajta.

A tovdbbiakban altaldban véges csoportokkal (Card(G) € N) foglalkozunk. A csoport tulaj-
donsagain til célszert bevezetni elemeinek szammal vald szorzasat és Osszeadasdt is.

1.1.2 Definicié. A CG csoportalgebra a csoport elemeinek komplex linedrkombindciéja a kdvetkezd
tulajdonsdgokkal (g,9" € G ; ¢1(g),c2(g) € C): ha CG 3 a1 = > c1(g)g és CG > as = > ca(9)yg,
g g

akkor
(i) a1+ a2 = Y (c1(g) + c2(9))g ;

(i) a0 = 3 ei(g)er(a)g o

1.2. Modulusok

1.2.1 Definicié. Legyen (G,-) csoport, (V,+) pedig kommutativ csoport (példdul V lehet egy
vektortér). Ekkor gV : GxV — V' ; (g,v) — gv bal G-modulus V-n, ha minden g,h € G ; v,u € V-
re és az e € G csoportegységre

(i) (g-h)v=yg(hv) ;
(i) ev =0 ;
(ili) g(u+v) =gu+gv.

Szokték a csoport-modulust csoport-dbrazolasnak is hivni. Célszerii volna ezt az dbrézolast kiter-
jeszteni a csoportalgebréara is. Ehhez definidljuk a gylri majd az algebra fogalmat, illetve ezek
hatdsét a (V, +) kommutativ csoporton.

1.2.2 Definicié. R a rajta értelmezett szorzas és Gsszeadds miiveletekkel gytird, ha (R, +) kom-
mutativ csoport, és minden r, s,t € R elemre
(i) (r-s)-t=r-(s-t);
(i) r-(s+t)=r-s+r-t;
(ili) (s+¢t)-r=s-r+t-r.
A tovabbiakban egységelemes gytiriir6l fogunk beszélni, ahol tehdt 1étezik 1 € R, melyre 1-r =
r-1l=r.

1.2.3 Definicié. Legyen R gytirti, (V,+) pedig kommutativ csoport. Egy zV : (R x V) —
V5 (r,v) — rv leképzést bal R-modulusnak hivunk, ha minden r,s € R ; u,v € V elemre és az
1 € R egységre
(i) (r+s)v=rv+sv;
(i) r(u4v) =ru+rv;
(iii) r(sv) = (r-s)v;
(iv) lv=wv.

1.2.4 Definicié. Legyenek R és A gyflirlik, R kommutativ. Az A gylirQi centruma Centr(A) :=
{z e A| Va€eA) a-z = z-a}. Azt mondjuk, hogy A algebra R felett, ha adva van egy

i : R — Centr(A) nem nulla és egységdrz6 (azaz i : 1g — 14) gylrii-homomorfizmus.
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1.2.5 Megjegyzés. Gyakran el6fordul, hogy az R gylirli egyben test is (példdul R = C). Ekkor
az elébbi ¢ homomorfizmmus sziikségképpen injektiv, azaz r # 0-ra i(r) # 0. Ugyanis i(r) = 0 és
r # 0 esetén r~! 1étezése miatt 0 = i(r=1) -i(r) = i(r—! -r) = i(1r) teljesiilne, ezt pedig kizdrja i
egységorzo tulajdonsdga.

1.2.6 Definicié. Legyen A algebra az R gytiri felett, V pedig egy bal R-modulus. V-t bal algebra-
modulusnak hivjuk az A algebra felett, ha V' bal modulus az A gytiri felett is igy, hogy az A- és
R-hatés az ¢ homomorfizmussal kompatibilis: (Vr € R,v € V) rv =i(r)v. Ha ¢ injektiv (példdul
R test volta miatt), akkor ez egyszeriien azt jelenti, hogy az R-beli skaldrokkal val6 szorzas kiterjed
az A-beli skaldrokra is.

A kovetkezdkben B alatt a csoport, gytirti vagy algebra egyikét, a 3V moduluson pedig a megfelels
csoport-, gylirti-, vagy algebramodulus egyikét értjik.

1.2.7 Definicié. Legyen (Vi,+) és (Vz, +) két kommutativ csoport. A direktdsszegiik (Vi @ Va, +)
a V1 x V5 halmaz, ellatva a

+ V1€BV2 X V1@V24’V1@V2; ((ul@uQ),(vl@vg))»—>((u1+v1)€B(u2+v2))

miivelettel, igy (V14 @ V3, +) is kommutativ csoport.
A gV és V4 modulusok direktdsszege

BVi@sVy : (BVI®V2) = Vi@ Vo (byvr @va) — bvy @ bug

szintén modulus.
A gV modulus részmodulusa a 3V modulus, ha V; C V.

1.2.8 Definicié. A gV modulus egyszerii vagy irreducibilis, ha nincs nemtrividlis részmodulusa.
1.2.9 Definicié. A gV modulus indekompondlhats, ha minden gV és Vo modulusra gV és
BV 1 ® BV, ekvivalencidjabdl gV, = 0 vagy gV, = 0 (azaz (V1,+) vagy (Va, +) trividlis, egy elemfi

csoport) kovetkezik. Ekkor tehat gV nem bonthaté fel nemtrividlis direktdsszegre.

1.2.10 Definicié. A gV modulus félegyszerii, ha izomorf véges sok egyszerti modulus direktossze-
gével.

Nyilvanvald, hogy ha gV egyszerii, akkor indekomponélhaté. Azonban ennek megforditdsa nem

igaz:
A{<a b) |a,b,c€@} ;
0 ¢

a szokasos matrixszorzassal ez algebra C felett. Valasszuk benne a kovetkezd bazist:

61_:(1 0) o i (0 0) . (0 1)
—\o o) —\o 1 o oo

Irjuk fel ezen bézisok szorzétablajat:

1.2.11 Példa. Legyen

| €1 €2 f
€1 €1 0 f
€2 0 €2 0
f 1o fo0



Legyen V; := Cey ; Vo := Span{es, f} ; U := Cf . Most tekintsiik a szokdsos matrixszorzast,
mint 4A modulust, azaz A hatdsdt onmagin. Ekkor 4V, 4V4 és 24U részmodulusai 4.A-nak,
és AA = AV ® AV, igy 4 A dekompondlhatd. 4V és 4U egydimenzidsak, igy természetesen
egyszerliek. 4V 5-nek azonban részmodulusa 4U, ezért nem egyszeril, azonban indekomponalhatd:
konnyen belathatd, hogy 4Ve-nek 4U-n kiviil nincs més nemtrividlis részmodulusa, tehat nem
allithato el6 nemtrivialis direktosszeg formajaban. B

1.2.12 Példa. Legyen G a Z5 két elemii csoport:

Z 2 | e f
e e f
1 r e

Tekintsiik a CG csoportalgebra hatdsit 6nmagéra, azaz a ¢cgCG modulust. Ez a modulus fel-
bonthaté két egy dimenzids (ezért egyszerli) modulus direktOsszegére, vagyis félegyszerii. A két
modulus

Vii=Cle+f) és Va:=Cle—f)

Az e-vel val6 szorzés természetesen mindkét vektortéren az identitas leképzés, f hatdsa pedig Vi-en
az identitds, Va-n a minusz identitds. Ha ezeket a kombinacidékat R?-n dbrézoljuk

e+f<(1)> és ef<(1))

forméjaban, akkor az e és f elemeket hatdsuk alapjdn 2 x 2-es matrixokkal reprezentdlhatjuk ezen
az R? téren, és igy kapjuk a csoport egy matrixreprezentacijat:

() )

Ezen matrixabrazoldson is jél latszik, hogy modulusunk két egy dimenziés modulus direktosszege
lett: a matrix két 1 x 1-es blokkbél all, a Vi és V5 tereket nem keveri. B

1.2.13 Példa. Legyen G az S5 csoport az e egységgel és a ¢, t generatorokkal:

S3 e c? t tc tc?
e e c c? t tc tc?
c c c? e tc? t tc
c? c? e c tc tc? t
t tc tc? e c c?
tc tc tc? t 2 c
tc? tc? t tc c c? e

Az ¢s,CS3 modulus is félegyszerti. Legyen C > w # 1; w® =1, és

1
vi=—(e4c+ +t+tc+tc?)

6
1
v = 6(e+c+c2—t—tc—t02)
1 1
Uy = 6(e+wc+w202 +t + w’te + wtc?) Ug 1= 6(e+w20+wc2 +t + wte + w?tc?)
1 1
uy = 6(e+wc+w202 —t—wte—wtc?)  ub = 6(e+w20+wc2 —t — wtc — w?tc?)

alaki. Ekkor V := Cv, V' := Cv’, U := Span(uy,us), U’ := Span(u}, ub) részmodulusok, ¢g,CSs =
VaeV'eUaU’, és itt mindegyik tag egyszertl, azaz cg,CS3 félegyszerii. A fenti hat vektor linedrisan
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fliggetlen és beloliikk S3 minden eleme kifejezheto, igy a fenti hat vektor 1j bazisnak tekinthet6 a
CS5 abrézolasi téren. Ezen (a fenti sorrendnek megfelels) bézisrendszeren a csoportelemek hatdsa
a kovetkezé matrixokkal abrézolhato:

)
I1l
7N
O =
—_ O
"
o
I1l
7N
o &,
€ o
N~

(%)

(9
()
Il
7N\
o €
EM o
N~
~
I
7N\
= o
O =
~

0 —w 0 —w?
-w? 0 -w 0
Az els6 1 x 1-es blokk a trivialis dbrazolas V-n, a mésodik 1 x 1-es blokkban csak a t csoportelem

abrazolodik V'-n, a két 2 x 2-es blokkban pedig hiien dbrézolédik a teljes S3 csoport U-n és U'-n.
[ |

A fenti példékban a gCG modulus métrixabrazolasanak féatlojaban irreducibilis dbrazolasok jelen-
tek meg. Egydimenzids blokkokndl ez trividlis, az S3 csoport U és U’ modulusédnak pedig konnyen
ellenérizhet6 médon nincs egydimenziés részmodulusa.

1.2.14 Definicié. Legyen (V,+) kommutativ csoport és R gyliri. Az gV modulus szabad, ha
izomorf xR modulusok direktdsszegével. Az izomorfia segitségével a direktdsszegben szerepld
kiilonboz6 R-ek generatorai athozhatok V-re, igy azon is megjelenik egy generatorrendszer. Speci-
alisan ha R egy CG csoportalgebra, akkor a csoportelemeknek megfelel6 bazisokat tudunk kijel6lni
V-n.

1.2.15 Definicié. Legyen CG csoportalgebra. A x antilinedris involicié egy CG — CG miivelet;

(Z C(g)g) e > gy

g9 g

Itt ¢(g) c(g) € C komplex konjugaltjat jeldli.

1.2.16 Definicié. Legyen a ¢gV abrézolasban a V' abrézolasi tér Hilbert-tér, azaz vektortér C felett,
és legyen értelmezve rajta egy (, ) skaldrszorzés (V x V' — C nem degeneralt, els6 véltozdjaban
konjugalt linedris, masodik valtozéjaban linearis, pozitiv definit leképzés, tgy, hogy Yu,v € V
(u,v) = (v,u)). Ha minden a € CG;u,v € V elemre (u,av) = (a*u,v) teljesiil, akkor azt mondjuk,
hogy cgV unitér-, vagy x-dbrazolds.

1.2.17 Definicié. Két dbrazolds D és D’ métrixreprezentdcidja egymdssal ekvivalens, ha létezik
olyan A invertalhaté méatrix, hogy D = AD'A~L.
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Az 1.2.13 példdban a gU és gU’ dbrazoldsok métrixreprezenticidja ekvivalens (példaul az A :=

10 s o fes s
(0 71) unitér matrix segitségével).

1.2.18 Tétel. Véges csoport minden abrazolasa ekvivalens unitér abrazoldssal. B

1.2.19 Megjegyzés. Ha a ¢gV unitér, akkor félegyszerti (példdul azért, mert egyszerti). Legyen
ugyanis cgVi részmodulusa cgV-nek, ekkor Vi és Vit = {u € V | (Vv € V1) (u,v) = 0} szintén
Hilbert-tér, cgVit szintén részmodulusa cgV-nek ( g € G-vel hatva u € Vi -re minden v € Vj-re
g*v € Vi miatt (gu,v) = (u,g*v) = 0, igy gu is eleme Vi -nek), és cgV = cgVi © cgVyi-. Ameny-
nyiben cgVi vagy cgV;iT valamelyike nem egyszerti, akkor azt az el6ébbi eljardst megismételve tjra
dekomponalhatjuk, egészen addig folytatva, amig minden részmodulusunk egyszerii lesz. Ilymoédon
felbontottuk cgV-t egyszerii részmodulusok direktosszegére, azaz megmutattuk, hogy félegyszert.

1.2.20 Megjegyzés. Az 1.2.12 és 1.2.13 példdkban megfelel6 kombinaciékkal 1ij béazisvektorokat
jeloltiink ki az abrazoldsi téren, melyeket R2-n illetve R%-on reprezentaltunk. Ennek soran hall-
gatolagosan feltettiik, hogy ezek az 1j béazisok ortogonalisak egyméasra. Mivel az abrazolasi tér
minden vektora kifejthet6 e bazisok szerint, ezzel a 1épéssel egy skalarszorzést értelmeztiink e vek-
torok felett. A csoport elemeinek hatésa, illetve a megfelelé matrixok unitérek ezen skaldrszorzas
szerint.

Az 1.2.11 példdban viszont taldltunk nem egyszerti, de indekompondlhaté modulust (Va-t). Azon-
ban ne felejtsiik el, hogy ott A nem volt csoportalgebra, abrézoldsai nem biztos, hogy ekvivalensek
unitér dbrazoldssal. Az e, eq, f vektorok altal meghatarozott bazisokon példdul az egyes algebra-
elemeknek megfeleld matrixok nem lesznek unitérek (sét még invertdlhatéak sem).

A tovabbiakban abrézolds vagy modulus alatt unitér dbrazolast fogunk érteni.

1.2.21 Definicié. Legyen U és V vektortér C felett, cgU és cgV két modulus.

(Ekkor az U ® V tenzorszorzat egy olyan vektortér C felett, hogy létezik egy b : U XV —
UV ; (u,v) — u®w bilinedris leképzés tigy, hogy barmilyen ¢ : U x V' — W vektortérbe érkezd
bilinearis leképzéshez létezik egyetlen L : U ® V — W fliggvény, hogy ¢ = Lob. Az U®V
vektortér elemei tehdt u ® v alakd vektorok linedrkombinaciéi. Ha U,V Hilbert-terek a (, )y és
(, )v skaldrszorzatokkal, akkor az

UVxU®RV —C;u @y X ug @ vz — (U1 @ v1,u2 @ v2)ygy = (u1,u2)y(vi, v2)v

leképzés skaldrszorzat lesz tenzorszorzatukon.)
Két csoport-modulusnak 1étezik a szorzata. Ez a

cclURV) : CGx(UV)-URV

leképzés a

(Z clg)g,u® v) — (Z 0(9)9) (u@v) =Y c(g)(gu® gv)

g9 g9 g

leképzés linearis kiterjesztése az egész U ® V-re, szintén modulus.

1.2.22 Megjegyzés. Az el6bbi konstrukcié soran fontos volt, hogy legyen a csoportalgebraban
egy meghatdrozott generdtorrendszer (nevezetesen a csoport elemei), hiszen a tenzorszorzat bili-
nearitdsa miatt ezzel tudtuk csak felirni az algebra hatasat. Ilyen rendszert egy altalanos algebra
esetén onkényesen tudnank csak kijelolni, igy nem csoportalgebrdk modulusainak szorzata nem
egyértelmii.

Hilbert téren valé abrézolas esetén két véges dimenzios modulus szorzata is véges dimenzids
modulus lesz, az 1.2.18 tétel alapjan tehat a szorzat is ekvivalens unitér abrézolassal. Azt pedig
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lattuk, hogy unitér dbrazolas mindig félegyszerti. Felmeriil tehat az a fizikai alkalmazasokban
is fontos kérdés, hogy adott csoport irreducibilis dbrazoldsainak szorzata mely irreducibilisekre
bonthaté fel.

1.2.23 Példa. Nézziik meg az S3 csoport harom kiilonb6z6 irreducibilis dbrazolasdnak lehetséges
szorzatait. (Az U’ dbrédzolds ekvivalens U-val, ezért nem tekintjik kilén dbrdzoldsnak.) A
kiilénb6z6 egyszerii részmodulusok bazisvektorainak tenzorszorzatat képezve rajtuk egyszertien
vizsgalhaté a csoport elemeinek hatasa. EbbOl a szempontbdl

vu=v , vV =1vVeu=d , Jev=v ,
VRUI =UIRV=U] , VROQUI=U2RV=U2
/ — y— li / — I !
VROUIZ=UI®OU =u; , UV OQuU2=UQU = Uy

adddik. Kissé bonyolultabb a helyzet, amikor az U részmodulus vektorainak szorzatat nézzik.
Rajtuk a csoportgeneratorok matrixabrazolasa a kovetkezo:

U1 X ug = U2 QU = U2 X Uy = U Qur =

o O o
o O = O
o= OO
_ o O O

esetén

(0 1)

Attérve a

L),
()

(¥ 0)

1 0 0 0
10 |1 10 10
UL QU2+ U2@U = 0 U1 QU2 —U2OU = 0 U2 QU2 = 1 UL R®U = 0
0 0 0 1
bézisra
1 0 1 0 1 0
[ \o 1 1 \o 1 | \o -1
€= 10 €= w2 0 = 0 1
0 1 0 w 1 0
adédik, amibdl
U QU+ U QUL =V, UL QU — Uy @ U =0

U RP@Uas =U1 , UL QUL =Ug .

Megjelent tehdt U @ U-ban V, V' és U is. Mindezek alapjdn (és U-t U’-vel azonositva) felirhaté
az S3 csoport fiiziés gytiriije, melynek generatorai gV,gV',gU, az Osszeadds a @ miivelet, és a
szorzas a ® a kovetkezd szorzotablaval:

® | V 1% U
V|V v’ U
vV v U
Uu | u U VeV eU



Ennek a gyliriinek egységeleme V', azonban pl. az U elem nem invertalhaté. B

1.3. Karakterek

1.3.1 Definicié. Legyen a G csoport egy abrazolasa gV, ezen a csoportelemek métrixreprezenta-
ciéja D. Az ehhez tartozé x karakter a G — C ; g — trD(g) leképzés. Ha gV, a csoport r-edik
irreducibilis dbrazolasa, és annak matrixreprezentacidja D,., akkor a hozza tartozé karaktert x,-el
jeloljiik.

A tr alatti ciklikus permutalhatésag miatt ekvivalens matrixreprezentaciékhoz tartozé karakterek
megegyeznek.

1.3.2 Allités. Az a leképzés, amely a G csoport R fuziés gylrtijébdl minden ¢V, modulushoz
hozzérendeli a hozza tartozoé y, karaktert egy gylri-homomorfizmus, ha a kiillénb6z6 karakterek
felett az Osszeaddst és a szorzast pontonként értelmezziik.

Bizonyitas. Legyen gV, és gV, € R, a hozzdjuk tartozé matrixreprezentdciok pedig D, és D,.
A modulusok direktosszegének matrixreprezentédcidja (minden g csoportelemen)

pen= () 5,)

ennek tr-e a hozza tartozé karakter:
Xrdqg = tI‘(DT ) Dq) =trD, + tI‘Dq = Xr + Xq

Latjuk tehdat, hogy a modulusok direktosszegén értelmezett karakter a modulusok karakterének
Osszege.

A szorzat vizsgdlatdhoz vélasszunk egy (€;)i=1..n, illetve (f;);j=1..n, ortonormélt bazist V,-en illetve
Vgn. Ekkor (e; ® f;),_, ,, Dbézis V, @ Vg, és

Jj=1l..nq

Xreg = tr(Dr ® Dg) = > ((ei @ £;), (Dr ® Dg)(e: ® f;)) = Z(ei’ Drei) (fj, Dqfs) =

.5 ,J
=trD, trDy = XrXq

A modulusok direktszorzatdnak karaktere tehat a karakterek pontonkénti szorzatdval egyenls. B

1.3.3 Allitas. (I. Schur-lemma) Legyen gV egy egyszerii dbrdzolds a V komplex vektortéren. Ha
A olyan V' — V linedris leképzés, hogy minden g csoportelemre Ag = gA teljesiil, akkor valamilyen
A€ Cszamra A = A1, ahol 1 a V — V identitds leképzés. Ekkor A matrixreprezentacidja A-szor
az egységmatrix.

Bizonyitas. Az analizis eszkozeivel beldthaté, hogy az A folytonos linedris operatornak van
sajatvektora, A sajatértékkel. Ekkor a Vi := {y € V | Ay = Ay} linedris altér nem iires. Ha
x € Vi, akkor minden g € G-re

A(gz) = (Ag)z = (gA)z = gAz = gAw = A(gz)

azaz gz is eleme Vi-nek. Ezért gV, a gV dbrdzolds részmodulusa. Mivel gV egyszerl volt, ezért
V1 csak trividlis altér lehet; V7 £ 0 miatt V3 =V, azaz A az egész V téren A1 alakban hat. B

1.3.4 Allitas. (IL. Schur-lemma) Legyen gV, és gV, két egyszeri modulus, melyek g-hatdsét
gr(-)-tal illetve gq(-)-tal jeloljik. Ha A olyan V, — V linedris leképzés, hogy minden g € G-re
gqA = Ag,, akkor A = 0 vagy a két modulus ekvivalens egymassal.
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Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy A # 0 esetén A bijekcid, tehdt invertalhaté. A # 0
miatt A(V7)-nak van nem nulla eleme. Legyen egy ilyen elem z, és legyen y € Vi olyan, hogy
Ay = z. Ekkor minden ilyen y-ra

997 = gq(Ay) = (944)y = (Agr)y = A(gry) € A(V1)

hiszen g,y € V1. Ez azt jelenti, hogy a gV, egyszerti modulusnak A(V;) invaridns altere és nem
iires, tehat A(Vh) = Va. Ezért A sziirjektiv.

Most megmutatjuk, hogy A injektiv, azaz ker A = {0}. Indirekt tegyiik fel, hogy 0 # y € ker A.
Ekkor

0= g4(Ay) = (944)y = (Agr)y = A(gry)

azaz ¢ry € ker A is teljesiil, ezért ker A invaridns altere a gV, egyszerii modulusnak, és az indirekt
feltevés szerint nem fires, tehat ker A = V7, ami viszont ellentmond az A # 0 feltételnek. W

1.3.5 Allitas. Legyen D, és Dy két inekvivalens gV, és gV, modulushoz tartozé unitér métrix-
reprezentdcié. Ezek matrixelemeire igaz a kovetkez6 ortogonalitas:

> (Dr(9)),, (Da(9)),,; =0

geg

(a vonds a métrixelem komplex konjugdltjit jelenti).
Bizonyitas. Legyen M egy V, — V,. linedris leképzés méatrixa, és

A= % > Dp(h')MDy(h) = % > Dy(h)*MDy(h)
heg heg

ahol n a csoport rendje (elemeinek szdma). Ekkor minden g csoportelemre
1 _ 1 _
D(9)A = Dlg)= 37 Dol YMD, () = — 3 Dy(gh™)MD, (1) =
h h

= % > " Dy(gg7 ' T MD,(h g) = % > D, (W' MD,()Dy(g) = AD,(g)
h'g %

ezért a II. Schur-lemma alapjan és az dbrazoldsok inekvivalencidja miatt A = 0. Ennek métrixele-
meit kifrva:

0= = 3 (De(h)"),,, Mas(Do(h),,

n
heg

Adott [, k indexekre valasszuk az M éé’k) = 0140p alakot:

1.3.6 Allitas. Legyen D egy ¢V unitér, egyszerii modulus matrixreprezentacidja. Ennek métrixe-
lemeire igaz a kovetkez6 ortonormaltsag:

1 —_ 1
~N"D(9)inD — 25,
2 2 DWaDlshin = b

ahol n a csoport rendje, d pedig V' dimenzidja.



Bizonyitds. Az el6bbi bizonyitdshoz hasonléan egy V' — V linedris leképzés M maétrixdval

vezessik be a ) i
_ 1 -1 _ 1
== > D(h")MD(h) - > D(h)*MD(h
heg heg

matrixot, melyre
D(g)A = Dlg)- S° D= )MD(R) = - 3" Dgh™)MD(h) =
h

n
h

- %Z D(gg~'h'" )M D(l'g) = % > D(W' ™M D(k')D(g) = AD(g)
h'g ;

szintén teljesiil g € G esetén. Az I. Schur-lemma miatt van olyan A € C, melyre A = A1, amit
indexesen kifrva

1 *
Adm = ~ }%(D(h) Vka Map D(R)pm

Adott 7,1 indexre MoV = 6,6, vélasztasval

(1.3.1) ACD Gy, = - > (D(h)*)xiD Z D(h)ixD(h

heg heg

Ha most 6sszeejtjiik a k és m indexeket, akkor

AoDg = ZD JikD(h) i = — ZD ik ZD Jie D(h 1) =

heg heg heg
:—Zth 2117511,
heg heg

fgy minden i, indexre A(*) = 15, Ezt (1.3.1)-be befrva

zl(skm - Z D sz . [ |
heg

Osszefoglalva tehat a D, és D, unitér irreducibilis métrixreprezentacidkra

1
(1.3.2) = Z Dy(h)ikDy(h)im = < Org0itBhm
" e "
illetve
- Z Xr 6rq61l61l = 6rq
heg
teljesiil.

1.3.7 Allitas. A cgVr egyszeril d, dimenziés modulusokhoz tartozé

er 1= % Zxr(h) h

heg

csoportalgebra-elemek centrélis projektorok, és kiillonboz6 r indexek esetén egymésra ortogondlisak.
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Bizonyitas. A karakterek tr-képzéssel definidltak, ezért csoportelemek szorzatai a karakterek argu-
mentumaban ciklikusan permutalhaték. Ezt figyelembe véve és az Gsszegzés valtozdjanak cseréivel

dy — d, -
erg:EZXT(h) hg:; Z xr(hg=1) h' = — Zx (g7*n) b =
heg h'g=leg h’eg
d
= S W =g S R =g e
gh”eg h''eg

tehat e, valoban centralis eleme az algebranak.
Ha e, és e, a két egyszer(i dbrazolashoz tartozé kifejezés, akkor

d.d _—
ereq=—5" W) hi! = 22 Z > xe(xe(h71g) g
heG h'€G h€g h—1geg
d d 1 T
h)xq(h~1g) g = Z > xe(Mxg(h1g) g
heg geg g€G heg

Az itt megjelend

D xe(W)xg(h=g) = > Dr(h)is Dy(h=1g);; = (ZD )jk) Dy(9)r; =

heg heg heg
= (Z Dy(h)ii (Dq(h)*)jk> Dq(9)kj = (Z Dr(h)ii Dq(h)kj> Dq(9)r;
heg heg

alak az (1.3.2) ortogonalitést felhaszndlva egyszertisitheté:

n —_— n_. —
ZXT )Xq(h™1g) = 5Tq61k5uD ( Jkj d_‘srq‘sijq(g)kj = d_‘STqu(g)
heg " "
fay

er €qg = dquZXT th 1 :_5quXq gzérqeq ,

geG heg geg

ami egyszerre bizonyitja e, és e, projektor voltat valamint ortogonalitdsukat. ll

1.3.8 Megjegyzés. Ezek a projektorok részmodulusokra vetitenek, hiszen barmilyen g € G elem
hatésa nem visz ki az ¢ alteriikbol:

9(e,CG) = ger(CG) = erg(CG) = €,(CG) = (,CG)

1.3.9 Allitas. Az r-edik irreducibilis 4brdzoldshoz tartozé e, projektor CG-bdl éppen a V,. részmo-
dulusok direktosszegére vetit.
Bizonyitas. Az e, projektor métrixa a CG algebraban

Hay Por Han

(er)ab = % Z (Dr(h))ii((@ Dql) ©...0 (@ D)&...& (@ quv))ab )

heg

ahol az gCG direktosszeg pq,-szer tartalmazza a g;-edik irreducibilis dbrézoldst. Az (1.3.2) ortog-
onalitds alapjdn az a és b index azon értékeire lesz az (e, )., métrixelem 1, ahol a = b és ezek az
indexek éppen az r-edik egyszerii modulus matrixat jelolik ki az gCG direktsszegben. B
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1.3.10 Definicié. A G véges csoport konjugacids osztdlya egy olyan A C G halmaz, hogy minden
g € G elemre gAg—! = A teljesiil, és minden h,h’ € A tagjihoz van olyan g € G elem, hogy
h = ghg™!.

A karakterek tr-szdrmaztatdsabol nyilvanvald, hogy egy karakter értéke egy konjugdcios osztaly
elemeire ugyanaz.

1.3.11 Allitas. A G véges csoportnak pontosan annyi inekvivalens irreducibilis dbrézoldasa van,
mint ahdny konjugéciés osztalya.

Bizonyitas. A CG csoportalgebra centruméat azok az elemek alkotjak, melyek kommutédlnak min-
den csoportelemmel, azaz az I. Schur-lemma alapjan minden egyszerti moduluson a centrum elemei
az identitas szamszorosaként hatnak. N darab inekvivalens egyszerti modulus esetén pontosan N
darab ilyen kiillonb6z6 szamszorzé 1étezik, azaz a centrum dimenzidja N.

Legyenek Aj,..., Ax a csoport konjugdcids osztalyai. Ezek diszjunkt felbontdsat alkotjik G-nek,

ezért a
o(4;) := Z h
heA;

elemek kiilonb6z6 ¢ = 1... K esetén linearisan fiiggetlenek. Adott g € G eseténa A; — A; ; h—
ghg~! leképzés bijekcid, ezért

go(Ai)g™ = > ghg™'= > ghgT'= > K =0(4) ,

heA; ghg=1€A; h'€A;

azaz go(A4;) = o(A;)g. A o(4;) tehdt K darab linedrisan fiiggetlen elem a csoportalgebra cent-
rumdban, ezért annak dimenziéja= N > K.

Most azt is megmutatjuk, hogy NV < K. A K darab konjugacids osztalyon beliil allandé G — C
fiiggvények tere K dimenzids, és tudjuk, hogy a x karakterek ilyen fiiggvények. Azt is tudjuk
viszont, hogy az N darab inekvivalens irreducibilis dbrazolashoz tartozé karakter egymaésra orto-
gondlis (az (1.3.2)-nél karakterekkel felirt kifejezés skaldrszorzata a karaktereknek). Ezért N < K.
|

A Z, csoportnak {e} és {f} a két konjugdciés osztélya, Ss-nak pedig {e}, {c,c?} és {t,tc,tc*} az
osztalyai, tehat két illetve harom inekvivalens irreducibilis dbrazoldsuk van. Ezeket az 1.2.12 és
1.2.13 példdkban meg is taldltuk.

1.3.12 Tétel. (Burnside-tétel) Legyen G véges csoport. Ekkor a gCG modulus felirhaté egy olyan
direktOsszeg alakjaban, mely a G csoport Osszes irreducibilis dbrézolasat annyiszor tartalmazza,
amennyi az adott dbrazolas dimenzidja.

Bizonyitas. Szamozzuk be a csoport elemeit az « egész indexekkel, és vezessiik be R™-en a h,, € G-
nek megfelel6 fi(o‘) := dq; bazisvektorokat. Ebben a bazisban a ¢CG modulus igen egyszeriien
abrazolhat6. Amennyiben g € G nem a csoport e egységeleme, akkor az 6t abrazolé matrixnak
ebben a bazisban nem lesz diagondlis eleme, hiszen az azt jelentené, hogy van olyan h, elem a
csoportban, hogy gha = hg, és h, invertdlhatésdga miatt ezt kizdrja, hogy g # e. Ha viszont
g = e, akkor abrézolasi matrixa az n X n-es egységmatrix, ahol n a csoport rendje. Ezért a ¢gCG
modulus karaktere x(g) = nd, 4 alaki.

A ¢CG modulus véges dimenzids, ezért félegyszerii, azaz minden abrézolasa ekvivalens a

Haqy Haqpn

(@Dql)@...@(G;DT)@...EB(@DW)

direktosszeggel, melyben a ¢;-edik illetve r-edik irreducibilis dbrézolés fiq,-szer illetve pi,-szer sze-
repel. Ezek alapjén (és az 1.3.2 allitds szerint) a gCG modulus karaktere (mely minden matrixab-
rézoldsara ugyanannyi)

X(9) = ttqs Xa1 (9) + -+ 4+ prxr(9) + - + gy Xan (9)
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és ez megegyezik nd. 4-vel:

Ha1 Xa1 (9)+- -+ prxr(g) +- -+ Han Xan (9) = Nde,g

Szorozzuk be ezt az egyenldséget x,(g)-al és Osszegezziink g-re:

> X (9) (o Xar (9) + -+ X (9) + -+ F Han Xan (9) = D xr(9)1e.g

A bal oldalon a szorozést elvégezve és alkalmazva az (1.3.2) ortonormaéltsagot

Ny = Xr(e)n = X""(ld'r‘Xdr)n =d,n ,
igy p, = dy-szer szerepel a D, irreducibilis dbrazolas a gCG modulusban. B
Az 1.2.12 és 1.2.13 példak szépen illusztraljak ennek a tételnek a megvaldsuldsat.

Az eddigiek alapjan tehdt nem tul nagy véges csoportok esetén meg lehet nézni a konjugacids
osztalyokat, abbdl az inekvivalens irreducibilis abrdzolasok szamat, az abrazoldsok dimenzidinak
négyzetosszege kiadja ¢CG dimenzidjat, azaz a csoport rendjét. Ebbdl a ténybol és a karakterek
ortogonalitdsabdl az irreducibilis dbrézolasok karaktereire lehet kovetkeztetni, amelyek segitségével
elallithaték az e, centralis projektorok. FEzek mar az egyes irreducibilis abrazolasok ” u,.”-szeres
direktosszegeinek alterére vetitenek, ahol altaldban mér nem tdl nehéz meghatirozni magat az
irreducibilis dbrazolast.
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2. Reprezentacidelmélet

Bizonyos matematikai eszk6zok alapvet6 tulajdonsagait a kategoriak foglaljak ossze. Mi itt a
kategoriak fogalmat nem definiadljuk, mindazonaltal a csoportabrazoldsokrdl célszerti néhany fontos
tulajdonsagot ezen a nyelven megfogalmazni.

2.1. A reprezentaciés kategoria

2.1.1 Definicié. Legyen G véges csoport, A a csoportalgebra (egy K test felett). A ModA
kategoriat az objektumok, nyilak, és a kompozicié miivelet alkotjak, ahol
— az objektumok a véges dimenzids bal A-modulusok;
— az 4V és 4W modulusok kozti nyilak vagy intertwinerek T' : V' — W homomorfizmusok
ugy, hogy minden a € A és v € V elemre T(av) = aTv teljesiil; ez utébbi feltétel azt
jelenti, hogy métrixdbréazolds esetén T'Dy (a) = Dw (a)T;
—aT : U —Vé S : V — W nyilak kompozicidja SoT : U — W a szokdsos
fliggvénykompozicié, szintén nyil.
Minden 4V modulushoz 1étezik az 1y egységnyil, amely a V' abrézolasi tér identitasa, igy barmely
V-rél indulé6 nyillal jobbrdl komponélva, illetve V-be érkez6 nyillal balrél komponalva nem valtoztat
azokon.

2.1.2 Definici6. Két objektum monoidalis szorzatanak nevezzik a két modulus tenzorszorzatat.

2.1.3 Definicié. Legyen 17 : Vi3 — Wy és Ty : Vo — Wy nyil. Ekkor e nyilak monoidalis szorzata
T'RTy : ViV — W1 Q@ Waji v1 Qg — Ty ® Ty szintén nyil.

2.1.4 Megjegyzés. A monoidalis szorzatokra igazak a kovetkezd egyszerti tulajdonsdgok ( 4V, 4U,
AW objektumok):
(i) (asszocidcid) U@ (VW)= U V)W illetve Th @ (T @ T3) = (Th @ T2) ® T5.
(ii) (interchange law) Ha Ty, Ts, S1, Se nyilak olyan terek kozott hatnak, hogy 71057 és To0.S59
értelmes, akkor (77 ® T») o (S1 ® Sa) is értelmes és megegyezik (11 0 .S7) ® (T3 o Sz)-vel.
(iii) 1y @ 1w = lygw.
(iv) Ha 4I a monoidalis egység, az a modulus, ami minden a € A elemhez az 1 € C szdmot
rendeli, és 17 az 6 egységnyila, akkor I ® V =V ® I =V és minden T nyilra 1; @ T' =
Tl =T.

A tovéabbiakban a modulusok dbrézolasi tere Hilbert-tér, és az dbrazolasok unitérek lesznek:
2.1.5 Definicié. A reprezentacié kategoria RepA Mod.A unitér modulusaibdl, azok nyilaibdl és a
kompozicié miiveletbol all.

2.1.6 Definicié. A V feletti (, )y illetve W feletti (, ) skaldrszorzdsok segitségével egy T' : V —
W nyil adjungéltja legyen az a T* : W — V leképzés, amelyre minden v € V,w € W esetén
(T*w,v)y = (w, Tv)w teljesiil.

2.1.7 Allitas. T* is intertwiner, és az S, T nyilakra
(i) ha T o S értelmes, akkor (T'o0 S)* = S§* o T,
(i) T@S)*=T*"® 5%
(iii) 17, = 1y.
Bizonyitas. T™* intertwiner voltdhoz meg kell mutatni, hogy linearis, illetve hogy az a algebra-elem
hatasaval felcserélhet6. u € U;v,v1,v2 € Vi w,wy,ws € Wiz € Z esetén

(T*(Al’wl =+ AQ’U_}Q), ’l))v = ((/\111)1 + AQ’LUQ),T’U)W = )\_1(’101, T’U)W + )\_Q(WQ,T’U)W =
= M (T w1, v)v + A (T w2, v)y = (M T*wy + AT ws,v)y
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ami a skalarszorzat nem degenerdltsdga miatt T linearitdsat jelenti. Kihasznalva a modulusok
unitérségét
(T*(aw), v)

= (aw, Tv)w = (w,a*Tv)w = (w,T(a*v)),, = (T*w,a*v)y = (aT*w,v)y ,

14 w

tehat T felcserél az a-hatdassal.
i)S:U—-V;T:V — W esetén minden u € U-ra

(T o S)*w,u),, = (w, T o Su)w = (T*w, Su)y = (S* o T w,u)y

U

(i) S:U—-Z;T:V — W esetén

((T®S)*(w®z),v®u)V®U =(w®z(T®S) (veou) =
=(w®z, (Tv)® (Su))W®Z = (w, Tv)w(z,Su)z = (T"w,v)y (S z,u)y =

= ((T"w) ® (5*2),v ® u)V®U = ((T"@S5") (w®z),v® u)V®U

(iii)

Ay v1,v2)y = (v1, lyve)y = (v1,v2)v = (v, v2)y . [

2.1.8 Definicié. T : 'V —- W
— monomorfizmus, ha minden S : U — V nyilraT oS =0= 5 =0;
— epimorfizmus, ha minden S : W — U nyilra SoT =0= 5 = 0;
— izomorfizmus, ha létezik S : W — V nyil, hogy T oS = 1y és SoT = 1y. Ekkor azt
mondjuk, hogy 4V és 4W izomorfak.

ModA-ban az dbrazoldsok ekvivalencidja intertwiner 1étezését jelentette a modulusok kozott.
Azonban ha Mod.A-nak ”unitér részét”, azaz Rep.A-t nézziik, ott az unitérekvivalencia lesz fontos,
amikor a két modulus kozotti intertwiner unitér. A koévetkezo allitas szerint ez a két fogalom nem
kiilonbozik egymastol:

2.1.9 Allitas. Ha RepA-ban két modulus ekvivalens, akkor unitérekvivalens is.

Bizonyitas. Legyen T : U — V invertalhaté intertwiner. Megmutatjuk, hogy ekkor létezik
S : U — V unitér intertwiner is. A skaldrszorzas és az adjungdlds definiciéja valamint T in-
vertalhatosaga alapjan kénnyen ellenérizhetd, hogy Y := T*T : U — U pozitiv linedris leképzés.
Ezért elkészithetd a gydke, melyet igy kapunk, hogy maétrixat egy O bézistranszforméacioval di-
agonalizaljuk, a kapott pozitiv elemekbdl gyokét vonunk, majd O~ !-el az eredeti bézisba visz-
szatranszformdljuk. Az igy kapott Y2 - U — U pozitiv leképzés invertdlhatd. Most meg-
mutatjuk, hogy az invertalds utan kapott Y-z leképzés intertwiner. Tudjuk, hogy az U — U
folytonos linedris leképzések L£(U) halmazénak barmilyen (operdtornorma szerint) korldtos részén
az L(U) — L(U); X — X2 leképzés egyenletesen kézelithetd valamilyen P, : L(U) — L(U) n-
edfokti polinommal. Ha £(U)-nak ebbe a korlatos részébe Y is beleesik, akkor az Y =2 — P, (Y)
operator norméja tart nulldhoz, ahogy n tart végtelenhez. Ha a a csoportalgebra elemének hatisa
(U — U folytonos linedris leképzés), akkor az elébbi operdtor norméja a-val kompondlva is tart
nulldhoz. Az operatornorma haromszog-egyenlotlenségébdl kaphatjuk, hogy minden n € N-re

la, Y ~2]]| < [lla, (Y% = Pa¥)]l| + I[[a, Pa(Y)]]

A jobb oldalon a mésodik tag minden n-re nulla, hiszen Y intertwiner, és minden véges polinomja
is az, az els6 tag pedig az el6bbiek alapjan tart nulldhoz, ha n — oo. Ezért elvégezve ezt a
hataratmenetet azt kapjuk, hogy a felcserél Y*%—vel, azaz Y "% intertwiner. P, segitségével azt is
konnyen megkaphatjuk, hogy Y 6nadjungaltsaga miatt Y7 is onadjungalt operator.

Legyen most S := TY "2 = T(T* T)_%. Az eddigiek alapjan tehét ez U — V intertwiner. S
ugyanakkor unitér is:

SS*=T(T*T) 3 (T*T) :T* =T(T*T) ' T* =TT (T*)" ' T* =1y |
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2.2. A 3j- és a 6j-szimbbélumok

A fizikédban Osszetett rendszerek esetén gyakran eléfordul, hogy sziikségiink van annak ismeretére,

hogyan hatdrozhaté meg a rendszer egy szimmetriaval kapcsolatos fizikai mennyisége részrend-
szereinek hasonlé mennyiségeibdl. Ilyen eset példaul tobbrészecskés rendszerek spinjének (vagy
akdr izospinjének, szinének, {zének...) felirdsa. Ekkor azt a feladatot kell megoldanunk, hogy
a részrendszereknek megfelel6 szimmetriacsoport-modulusok tenzorszorzataiban az egész rendszer
egy bonyolultabb modulusdnak vektorait azonosithassuk viselkedésiik alapjan. Az itt szerepld
félegyszeri modulusok dekompondldsa utdn a feladat egyszerti modulusok tenzorszorzata vek-
torainak més egyszerii modulusok vektoraival valé megfeleltetésére korlitozédik. Az ilyen megfelel-
tetéseket irjak le a 3j-szimbolumok, melyek tartalmazzak az in. Klebsh-Gordan egyiitthatdékat.

2.2.1 Definicié. Legyenek {V,}Y_, a G csoport inekvivalens egyszerfi dbrazoldsainak terei. A
Vi, — Vo ® Vj intertwinerek 7., halmazan tekintsiik a

T x T)s — End(Vy) ;5 (T1;T2) = Ty o Ty

leképzést. Mivel V, egyszerli 4brézoldsi tér és rajta a I} o Tb intertwiner kommutdl minden g € G
csoportelem hatésaval, ezért az I. Schur-lemma alapjan 77 0T = Al,. Jeldljiik ezt a A € C szdmot
(T1, Tz)-vel. Ekkor a

T3 x T — C; (T1;T2) = (T4, T2)

leképzés
— els6 valtozdjaban konjugdlt linearis, masodikban linearis;
— valtozoinak felcserélésére értéke komplex konjugalddik;
— nem degeneralt, hiszen ha minden T € T:B-re (Th,T) = 0, akkor T := Tj-re és minden
v € V, vektorra

0= (v,0)v, (T1,T1) = (v, (T1,T1)1v, .’U)Vw = (v, (T} o T1)v) v, = (T, Tv)y,

tehat Tyv = 0, azaz T; = 0;
— pozitiv definit, mert minden v € V,, vektorra

(v, )y, (T1,T1) = (v, (T1,T1)1y, .’U)Vw = (v, (Ty OTl)“)Vw = (T, Tyv)y, >0 .
Ezért a fenti leképzés egy skaldrszorzat 7 _-n. fgy 7.5 Hilbert-tér, dimenzidja legyen N5, és

legyen rajta (T;é)izl.. N7, ortonormélt bazis, melynek vektorait 3j-szimbdlumoknak is nevezik.
Ezeket a bézisokat egy abraval is szoktdk reprezentalni:

v

2.2.2 Allitds. A Vs — Vo, ® Vs ® V, intertwinerek T°. tere az elébbi konstrukciéhoz hasonléan

afy
szintén Hilbert-tér, melyen ortonormalt bézis a
{(Teh®1,) 0T |e=1.N, i=1.N5s, j=1.N}
rendszer, valamint egy mésik ortonormélt bazis a
{1a®T5)oTY |e=1.N, i=1.N5, j=1.N2.}
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rendszer (N az inekvivalens irreducibilis abrézoldsok szdma). Azonban az ¢ index nem mindig fut
végig az Osszes irreducibilis abrazolason, hiszen lehet, hogy az ¢ és « illetve az € és a dbrazolasok
szorzataban nem jelenik meg a § abrazolas.

Bizonyitas. Legyenek u,v € Vy, ekkor

i - rqt 5’
(2.2.1) (((T§ﬁ®17)ng) o (T2 ©1,) 0 T ), u)V5 _

_ Ta/i/ 1 T(S,]' Tai 1 T5] )
(( aB @ 7)( e’y v) 5 ( ap @ 7)( - u) Va®Vp@Vy

A Tf,j,y/ v illetve T2 w Vor @V illetve Ve @ V,-beli elemek kifejthetdk Eb: 2, @ wy, illetve Zd Ze @ Wy

alakban, ahol minden a,b, ¢, d indexre 2, € Vor; 2. € Vo5 wy,wq € V,, igy (2.2.1)

=Y (@5 2y @wp, (15 =) @ wa) -

Va®@V3RV.
abed a®Vs®Vy
_ § e'i’ 1 ei / 7} : / e'i’\* ei /
- ( af Za s af ZC) (wb ) wd)V - (Za ’ (Taﬁ ) o af ZC) (wb ) wd)V
Va®Vp v V. v
abed abed

A megjelend (Tég/)* OTS% kombinacié egy V. — V. intertwiner. Kénnyen beldthatd, hogy a magja
Ve-ben illetve a (Télﬂl/)* o T£h(Vz) halmaz V.,-ben invaridns alterek a csoporthatdsra nézve, melyek
trivialitdsat kihasznalva kideriil, hogy ez az intertwiner vagy a nulla leképzés, vagy bijekcid. Az
utébbi esetben a II. Schur-lemma alapjdn V. és V.. ekvivalensek, azaz ¢ = &’. Ezért a T 5% bézis
ortogonalitdsat is felhasznélva

(TH) 0 TSh = Sear (TEh)* 0 TSl = 6,006,001
Ezzel (2.2.1)

= > Geerbiir (2 5 ze)y, (Wh 5 Wa)y, = Y OecrBiir (2L, @ W), , 2 @ wa) =
abed abed

85’ 55 85" \* b3

= 568/5%’ (TE;Y] v, Tg—g ’U,)V oV = 555/5“‘/ (’U , (TE,‘Y] ) Ts—g ’U,) Vi = 568/5ii/5jj/ (’U y u)Vs 5
€ ¥

ami a skalarszorzat tulajdonsagai alapjan ekvivalens az

(( 5% ®1,) onWj)* o (( élﬂi/ ®1,) OTS/{Y) = 0cer 0430550 15

egyenléséggel. Egészen hasonlé mddon bizonyithatd az allitdsban szereplé masik tipusu bézis
ortogonalitdsa is. l

Ezekhez a bazisokhoz szintén egyszert abrakat tudunk rendelni:

(Tgh®1,) 0 T2 (1o @ Tg) 0 T2
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2.2.3 Megjegyzés. A kétfajta bazis szerint a ’Ta 5, Hilbert-tér dimenzi6ja kétféleképpen irhato fel,
amibdl

Z ZNBV

2.2.4 Definicidé. A kétfajta bazisbdl osszedllithato
% i\ * k
(T 0 1,) o TH) o (10 £ TH) 0 T21)

Vs — Vs intertwiner az I. Schur-lemma alapjdn megint csak az identitds szdmszorosa lehet. (Gorog
betiik jelolik az egyes inekvivalens irreducibilis dbrazolasokat, a latin indexek pedig a megfelel 7
intertwiner-terek bdzisait indexelik.) Ezért definidlhatjuk az F' 6j-szimbdlumot a kévetkezOképpen:

15.F(am)a$ = ((T55®1,) 0 T) o (1o @ TH) 0 T2L)

Ez a 6j-szimbdlum tehdt rogzitett 0, o, 3, mellett egy komplex elemekbdl 4ll6 matrixként képzel-
heto el, melynek ”elsé indexe” az i, ¢, j harmas, "masodik” a k,n, [ harmas. Mivel két ortonormalt
bézisrendszer tagjaibol raktuk ossze, F' (a ﬁ,y) unitér métrix (azon az altéren, ahol az & és n indexek-
ben nem nulla).

2.2.5 Példa. Legyen G az n elemi Abel—csoport:
g= {gj}jzo..n—1 i 95 9k = 9k " 95 = Gj+k (Modn) 5 9o :=¢€ .

(Abel—csoport esetén az elemek kommutaldsa miatt minden elem 6nmagaban egy-egy konjugacios
osztalyt alkot, ezért a csoportnak annyi inekvivalens irreducibilis dbrazoldsa van, mint amennyi a
rendje. Az abrazolasok dimenzidinak négyzetosszege kiadja a csoport rendjét, ezért Abel-csoport
minden irreducibilis 4brézoldsa egydimenzids, vagyis megegyezik a karakterével.) A csoport y-adik
irreducibilis dbrazoldsa — jelen esetben a v-adik karaktere legyen (y =0.n—1;j=0.n—1;7a
komplex egységgyok)
3G C gy el

Ezek a karakterek annyian vannak, amennyi a csoport rendje, azaz konjugaciés osztalyainak szama,
és tudjdk a megfeleld (1.3.2) ortonormaltségi reldcidkat:

— n-l n, ha § =7,
27 . )
E X'y(Qj)XJ(gj) = E e (=77 — e2im(6—y) _
=0 =0 —m ———— =0, had#n.
e n (6—v) _ 1

Két abrazolas tenzorszorzata ekvivalens egy harmadikkal:

2 24 2im
Xa @ X3 : g]Hena]®enBJ:en(a+ﬂ)]—X+ﬁ(gj)

Ezért azt vérjuk, hogy a TO'ZB intertwiner akkor nem lesz nulla, ha o+ 8 = v (Mod n). Valéban, a
Tgﬁ : C — C linearis leképzésnek az intertwinerek definicidja szerint x € C esetén ki kell elégitenie
a

(Xa ®x8)(95) Tap() = Xa+s(95) Top(®) = To5(x~(95) ©)

azaz az . .
2 21

DI T (2) = Ty (e 7 @) = 5 T ()

egyenldséget (az utolsé 1épésben kihaszndlva T linearitdsdt). Ezért T,)5(x) = 0., 5 ugq - @ alaki,
ahol T" normaltsidga miatt az ulﬁ komplex szdm egységnyi abszolut értékii. (Természetesen az
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a + (3-hoz hasonlé 6sszegek Mod n értendék.) JOl lathats, hogy a 7 o tér csak egydimenzios, igy
ezen intertwiner teret indexel6 latin indexre nincs sziikségiink.
Nézziik meg most a ’TJBE tér feljebb definialt bazisait:

((Tgﬁ ®1.)o0 TT;YE) () = aﬁ5a+ﬁ un85n+8 T = uaﬁ Upe 5a+3+55n+a ,

((]-a & Tg{;‘) © T;u) (I) = ugeégﬁ-e ual/50t+1/ xr = uge uZzV 5Z+ﬁ+553¢+u x

A ’Tojﬁ . tér is egydimenzids, hiszen az elsé bazisban 7, a masodikban v csak egyetlen értékére lesz
a bazisvektor nullatol kiillonbozo. Ezért trividlis médon teljesiil a fenti bazisok ortonormaltsaga.
A megfelel6 6j-szimbolum definicidja szerint

1, F(ape)™ :((Tgﬁmg)om)*o(( ®TH)oTy,) =1y ul guie whoul, 67 5, 67, 00y,

egy 1 x l-es métrix (amikor n = v — ¢ és v = v — ), és az u szorzék unitérsége miatt ezen az
altéren unitér. W

A Tofm tér bazisaihoz hasonléan 6j-szimbdélumait is dbrakkal reprezentaljuk. Ha
s ik 551 * k 8l
15'F(0¢BW)J‘~E? (T @1, ) o T27) o((1a®Tgv)on7) )

akkor F (a 5’Y) an -hoz a bazisvektor konjugalasat forditott allast abraval figyelembe véve a kovet-

kezot rendeljuk.

4]

4]

ik fofitn ATnds . s
A tovabbiakban a 7 (fm tér bazisainak és az I’ (agv)gp matrixnak masfajta abrait fogjuk haszndalni:
j

B g
k 4 ]
(1o ® TJ) o T2 (T5h ® 1) 0 T

Az ezekbdl Gsszerakhaté F' matrix dbraja pedig
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(67

Flab)s = (5@ 1,) 0 T8) o (1o © T 0 T2

Ezekben az dbrakban tehat pl. a T, 56—3 intertwinernek egy haromszog felel meg 4, e, 7y jelii oldalakkal,
melyek nyilazdsa mindkét uton a J oldal egyik végpontjatdl a masik felé mutat. Az intertwiner j
indexét az egész haromszog viseli. E rajzok szerint is szemléletes az F matrix hatdsa: a bal oldali
abra ugy kaphatd, hogy a jobb oldalit (jobbrdl) szorzzuk az F métrixnak megfelelé dbraval, és

Osszegziink az abrakbdl eltiing e indexre, valamint az € oldal eltiinésével megsz(in6 két haromszog
latin indexére.

Ilyen abrak segitségével irhatdk fel az tgynevezett pentagon-egyenletek. Tekintsiik a 7.2 46
Ve = Vo ® Vg ®V, ® Vs intertwinerek terét. Ebben tobbfajta bazis épithetd fel eddigi egyszerti

bazisainkbdl. A kiinduldsunk legyen az

=

N~

intertwiner (az egyes hdromszogek latin indexeit nem irtuk ki). Ez megegyezik az

/

!

intertwiner és az F( 5%) v matrix szorzataval, Osszegezve a v indexre, és F' v alatt és felett ki nem
irt latin indexeire. Ebben a 1épésben tehat a p 5 v 0 négyszognek megfelelé F' matrixszal tértiink
at az egyik fajta Tﬁ” ~s-beli bazisrél a masik fajtara. Az eljarast tjabb négyszogekre alkalmazva az
eredeti intertwiner tovabb egyenld
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F(aws)o - F(ghs) =

avd

\
/

/
\

Flafy)? - Flans) o - F(ghs) "

\
—
/

/
\

Azonban az eredeti intertwinert mas ton is alakithatjuk; igy az =
£

5 Flabn)or =

S
\\

5 F(o30)" - Flam)?* -

\
—
/

/
\

A kétféle eredmény Gsszehasonlitdsabol

Fafn)? - Flaps)® - Favs)"" = F(e30)2" - Flagn)?

ezt hivjak pentagon-egyenletnek. Az eljaras sordn és igy a pentagon-egyenletben is 6sszegezni kell
a v kozben megjelent majd eltiint élre, valamint az altala keletkezett j majd eltiind haromszogek
ki nem irt latin indexeire.
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2.3. A rigiditas intertwinerek
2.3.1 Definicié. A (€, o, ®) reprezentici6 kategéridban legyen V és 1% objektum. Ha I a monoidalis
egység (2.1.4), és létezik egy
Ry I-VeV és egy E; IS VeV
intertwiner gy, hogy
(E;* ®1ly)o(lyv ® Ry) =1y é (1 ®§;*) o(Rv ®1g) =15
akkor V a V objektum konjugaltja vagy dualisa, és Ry a rigiditas intertwiner.

2.3.2 Példa. Legyen u; illetve u; a V illetve V egyforma dimenziés terek bazisa, és
Ry : I-VRVi A=A 6o
Koordindtdzzuk le a V és V tereket, igy megkaphatjuk a gV modulus Dy madtrixdbrazoldsat,

valamint R koordindtézott alakjat: R¥ = §%. V-n (pontosabban koordinatazott alakjan) bevezet-
jik Dy kontragradiens abrazolasat:

Dg g Dy(g) :==Dv(g™ )T ,

ahol DT a maétrix transzponaltjat jeloli. Konnyen ellenérizhetd, hogy ez valéban abrazolasa a

csoportnak. Legyen tovdbba a gI monoiddlis egység a trividlis (minden csoportelemhez egyet
rendelé) abrézolds C-n. Ekkor

(D§®V(9) R)jj - (Z D‘/;(g)ﬂ\i ® Dv(g)ui> = (Dﬁ(g))ﬁ(DV(g))ji _

= (Dv(g™)" (Dv(9)" = (Dv(gg™")" = 0" = R = R - Di(g) ,
ezért ez a leképzés intertwiner. Létezik hozza a megfelel6 ﬁ; intertwiner is:

Ry - I-VeV A=A wod

mert

(]/%;*(X)lv) 1\/®RV (Z)\ UZ> RV ®lv) 1\/®RV <ZUZ®)\>
*ZZARV uz®uj ®U] ZZ)\éz]u] Z)\ZUZ N

és hasonlé médon a masik megkovetelt egyenloseg is teljesiill. W
2.3.3 Allitas. Ha a V modulusnak T/I és \//; is konjugaltja, akkor \//; és \//; ekvivalensek. H

2.3.4 Allitas. Egy véges dimenzids abrazolasokat tartalmazé reprezentacio kategériaban ha a cso-
port kompakt (pl. véges), akkor minden V objektumnak létezik konjugaltja. Bl

2.3.5 Megjegyzés. A rigiditas intertwinerekre Rj, o Ry = é;‘/ oR = dy - 11 teljestil, ahol dy a
V' abrézolasi tér dimenzidja. A 2.3.2 példaban szereplé R-ek matrixalakjaira ez az 4llitas konnyen
ellenérizhet6. Ez a tény lehetové teszi, hogy a reprezentécié kategoriak absztrakt elméletében az ob-
jektumok dimenzidjat a rigiditas intertwinerek megfelel6 valasztdsa utan segitségiikkel definialjak.
Az igy definidlt dimenzidk az eddig megszokott médon, additivan illetve multiplikativan viselked-
nek direktosszeg- illetve direktszorzatképzés esetén, valamint a monoidalis egység dimenzidjira
egyet adnak.
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3. Az S; csoport 6j-szimbdlumai

Az eddig elmondottak szépen illusztralhatok az S5 csoporttal kapcsolatban, mivel az egy nem
til bonyolult, de mar nem &beli csoport. Ebben a fejezetben valaszt keresiink arra a kérdésre,
hogy mennyire hatarozzak meg a csoportot pentagon-egyenletei.

3.1. A 6j-szimbélumok

Az 1.2.13 példaban lattuk az S5 csoport irreducibilis dbrézoldsait. Az egyszeriiség kedvéért
nevezziik az ottani V dbrazoldst Vp-nak, V’'-t Vi-nek, és U-t Vo-nek. (Az ottani U’ dbrazolds Va-vel
ekvivalens.) Legyen V bézisa {vo}, V1-é {v1} és Va-é {u1,us}. Az 1.2.23 példdban pedig a csoport
fazids gytrujét irtuk fel:

® | W Vi Vs
W Vo Wi Vs
Vi Wi Vo Vo

Va Va Va VooV @ Vs

Ez alapjan a ’T[ffy tér minden «, 3,7 = 0,1, 2 esetén legfeljebb egydimenzids, hiszen barmelyik fenti
szorzatban egy irreducibilis abrazolas legfeljebb egyszer fordul elé. Ezért nincs sziikség a bazisok
latin betiis indexeire. A kovetkezd bézisok nem lesznek kiilonbozék nullétdl (A, a, b € C):

TOOO T Avg — Avg ® vy
Tlo1 D Avg = Avp @ vy

T202 : )\UO’—’%(U1®U2+U2®U1)
T110 AU — A ® g
Tol1 D Av = Ay ® v
Ty : Ale%(uU@uz*l&@Ul)
T022 2 auy + bug — avg ® ug + bvy ® us
T22O :oauy + bus — auy ® vg + bus ® vy
TZ : aup + bug — avy @ up — buy @ ug
T221 :oauy + bus — aug ® v — bus @ vy

TQQ2 :aug + bus — aus ® us + bu; ® uy

Ezeket az eredményeket az 1.2.23 példdban kaptuk; az ottani u}-t U és U’ azonositdsa miatt ui-nek,
uhy-t —ug-nek kell tekinteniink.
Ezekbol a bazisokbdl felépitve a 6j-szimbdlumokat a kovetkezdk kiillonboznek nullatdl:

1= F(ogo)oo = F(om)o1 = F(ow)u = F(loo)lo = F(ou)lo = F(181)11 *F(no)m =

= F(1%1)00 = (032)02 = (0?2)12 = F(102)12 = F(112) F(020)22 = F(021)22 =
:F(1§0)22 = (131)22 = (2(2)0)20 = (231)21 :F(2§0)21 (211)20 = (2 )20 =
= F(o%z)21 = (032)22 = F(1(2)2)21 = (1%2)20 = F(282)22 (202) (2))22 =
= F(232)22 = (280)02 = F(2§0)12 = (230)22 = F(2(2)2)22

—1= F(1§2)22 = F(z?z) 2= F(2}2)22 :F(2(2)1) 2= F(z 1) F(2 1) (222)22 ;

= D=
=< )Sl

(F(30)7 )(a,gzo,m) =

S|>—A Nl Mol
D

S

DIl v
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3.2. Az S; csoport pentagon-egyenletei

Felmeriil a kérdés, vajon teljesitik-e ezek a 6j-szimbdlumok a pentagon-egyenleteket, illetve
az S3 csoportra felirt pentagon-egyenleteknek van-e a fentin kiviil mas megolddsuk a 6j-szim-
bélumokra nézve. A csoport fuzids gylirijét vizsgalva konnyedén megallapithatd, hogy harom
irreducibilis abrézolas szorzatdban melyek direktosszege taldlhaté meg, illetve hogy az F' szim-
bélumoknak megfelel6 attérések sordn az egyes négyszogek milyen Tﬁofy—beli béazisoknak megfelelo
hiromszogekre bonthatdk. Ilymoédon a 6j-szimbdlumok ismerete nélkiil tudhatjuk, melyek lesznek
biztosan nulldk. (Ezen felill még kideriilhet egyes F' métrixok bizonyos elemeinek nullasiga,
gondoljunk csak F'(,3,)22 -re.) Ilyen elvek alapjén irhaté fel és oldhaté meg az Ss csoport 250
darab pentagon-egyenlete. A megoldas az A, B,C, D, E, F,G, H nyolc darab tetszoleges egységnyi
hosszisdgi komplex szdm segitségével adhaté meg (a komplex konjugalast * jeloli):

+1 = F(2(2)2)22 = F(ogo)oo = F(O%O)ll = F(ogo)22 = F(ogl)22 = F(0§2)22 = F(1§0)22 =
= F(2§0)22 = F(1§1)22 )
-1= F(1§2)22 = F(2§1)22 = F(252)22 )

A= F(Oél)m = F(o%)lo "
B = F(og2)02 = F(032 20 %

B = F(1%2)02 ’

= F(1g2)21 ’

G= F(1?0)01 = F(ul)o)lo E

%H = F(2§2)02 d

A*B = F(0%2)12 = F(0§2)21 E

BD = F(2(1)2)22 = F(282)22 = F(232)22 ’
GD = F(,5))2! = F(550)12 ™

AGT = F(181)11 = F(1%1)00 5

BG* = F(;5,)12;

AD = F(45,)2" 5

C*A*BFE = —F(,},)02 ;
DB = F(R )
C*F* = —F(y%,)12;
GB*E*F* = F(,3,)20 ;
%D*B* = F(2§2)00 ;
%FG*E = *F(2§2)01 )
LDUB B = F()10:
%C* = *F(232)11 ;

=HE*F* = —F(,3,)12 ;

/3 222
%D*B*H* = F(y5,)20;
%FC*EH* = F(2§2)21 :

Az S35 csoport feljebb kapott 6j-szimbdélumai természetesen megoldasok, rajuk A =B =C =D =
E=F=G=H=1érvényes. A Tg bazisok fazisa nem rogzitett, barmelyiket megszorozhatjuk
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egy egységnyi komplex szorzéval. Attdl fiiggden, hogy egyes 6j-szimbélumokban mely bazisok szere-
pelnek, ezek az egységnyi szorzok megjelennek a 6j-szimbolumok el6tt is. Ha ezek a szorzdk két 6j-
szimbolum el6tt ugyanolyanok, akkor az a két szimbdélum tetszoleges bazisvalasztas esetén meg kell,
hogy egyezzen. Hasonldéan lathatd, hogy mely szimbdélumoknak kell barmely bazis esetén rogzitett
szdmoknak lenniiik (pl. 1, -1 vagy 0), és hogy mely szimb6lumok szorzata adhat ki tetsz6leges
bézisban egy tjabb szimbélumot. Ha mindezt az S5 csoportra figyelembe vessziik, akkor az el6z6
pentagon-megoldasokhoz nem kapunk ujabb egyenleteket, ami azt jelenti, hogy az Ss csoport
6j-szimbdlumainak Osszetételét a pentagon-egyenletek (a fenti unitér bazistranszformécié erejéig)
rogzitik.
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4. Véges csoportszimmetriak a kvantumelméletben

Kvantumtérelméletben a fizikat operatorokkal irjuk le, melyek egy algebrat alkotnak. Az
elmélet diszkrét szimmetridit véges csoportokkal modellezziik, melyek valamilyen médon hatnak
ezen az algebran. Ebben a fejezetben az ilyen szimmetridkkal kapcsolatos néhany alapfogalmat
ismertetiink.

4.1. Az invaridns részalgebra

4.1.1 Definicié. Legyen M x-algebra, azaz algebra C felett egy * : M — M ; a +— a* antilinedris
involiciéval, azaz olyan antilinearis leképzéssel, melynek négyzete az identitas, és a,b € M esetén
(ab)* = b*a*. (M-et C*-algebranak nevezziik, ha mindezeken kiviil norma is adott rajta, és teljes
e norma szerint.) Ha G véges csoport, és AutM az M x-automorfizmusainak csoportja (olyan
automorfizmusok, melyek felcserélhetk a = leképzéssel), akkor egy v : G — AutM ; g — 74
leképzést a G csoport hatdsanak hivunk M-en, amennyiben minden h, g € G elemre 4 0y, = Ygh.

4.1.2 Definicié. Legyen M x-algebra, v pedig a G csoport hatasa rajta. Ekkor az M algebra
v-invarians részalgebraja vagy fixpont algebréja az

M7 :={ae M| (Vg €G) vy(a) =a}
halmaz az M algebra miiveleteinek lesziikitéseivel ellatva.

A kvantumtérelméletekben M — melyet néha F-el fogunk jelolni — felel meg az elmélet téral-
gebrajanak, és G-t a természet egy szimmetridjaként értelmezve M7 — a tovabbiakban néha A —
felel meg az elmélet G-szimmetrikus megfigyelheto részének.

4.1.3 Definicié. Az eddigi jelolésekkel az atlagolas az

1
. v =
E: M- M ,mr—>n§ vg(m)

Y
leképzés (n a csoport rendje).

4.1.4 Allitas. a,b € M7 ; m € M esetén az E atlagolasra
() BE(M) = MY
(iil) EoE=F ;

(iii) E(amb) = aE(m)b ;

(iv) egységelemes M algebra esetén F(1) =1

teljesiil.
Bizonyitas. (i) m € M, h € G esetén

1 1 1 1
M(Em)) =~ m(r(m) = =D mglm) = = >~ g (m) = — > 7y (m) = E(m) ,
9€g 9€g h—1lg’ g’

ezért E(M) C M?. Forditva, a € MY C M esetén
1 1
= ﬁza: EZ%(G) = FE(a) ,
geyg 9€g
ezért MY C E(M).

(ii) Az imént lattuk, hogy a € M7 esetén E(a) = a, ezért E(m) € E(M) = M" miatt E(m)-re
hatva E identitasként viselkedik.
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(iil) 4 homomorfizmus voltat felhasznalva

E(amb) ng (amb) ng a)yg(m Za'yg Yb=aE(m)b .

(iv) ismét -y, homomorfizmussdgat kihaszndlva v,(1) = 1, ezért 1 € M7, {gy E(1)=1. &

4.1.5 Definicié. A G véges csoportnak H normadlis részcsoportja, ha részcsoportja, és minden
g € G elemre gH = Hg. A G/H faktorcsoport a gH alaki halmazok halmaza, amikor g befutja a
csoportot.

A 'H halmaz és a csoport barmely g elemének "kommutaldsa” miatt ez valéban csoport lesz:
gH - ¢dH = gg'H - H = (9¢'YH. A gH és ¢g'H halmazok megegyeznek vagy diszjunktak, és az
egész csoport lefedheté gH alakd halmazokkal, ezért a csoport rendje oszthaté H rendjével, és
hanyadosuk a faktorcsoport rendje.

Legyen H a G csoport normalis részcsoportja, és v a csoport hatasa az M algebran. Jeloljik
a G csoportra invaridns részalgebrat MY9-vel, a H-ra invaridns részalgebrat M’ -val. Ekkor MY C
MM c M. Definidljuk a faktorcsoport hatdsat M™-n: vy : M™ — AutM; a — y,(a). Ez
a definicié konzisztens v csoporthatds-tulajdonsigaval, hiszen M™-n a H részcsoport barmely h
elemére v, identitasként viselkedik. 47 segitségével a faktorcsoport dtlagoldsa is bevezethetd:

1
EQ/H : MH — MH ;M= n— E VgH(m)
/M yHeg/H

4.1.6 Allitas. Az el8bbi jelolések mellett ha F3; a H normélis részcsoport szerinti és Eg a teljes
csoport szerinti atlagolds, akkor Eg /3 o By = Eg.
Bizonyitds. m € M esetén

1 1
(Eg/poBr)(m) = —— > ygu(Bn(m)) = —— > ~4(BEx(m)) =
n n
9/H gHeQ/H 9/H gHEG/H
= Z 279 Yn(m Z Ygn(m) = Eg(m) . W
ng/” M gHeg/Hher 9 gheg

4.1.7 Definicié. Legyen I' az M algebra automorfizmusa. I'-t belsének nevezziik, ha létezik olyan
u € M elem, melyre vu* = u*u = 1, és Ad,(m) := umu* = I'(m) minden m € M-re. Ha egy
automorfizmus nem bels6, akkor kiilsének nevezziik.

4.1.8 Definicié. Ha v a G csoport hatasa M-en, akkor ezt a hatast kiilsének nevezziik, amennyiben
a g automorfizmus pontosan akkor belsé, ha g = e.

4.1.9 Megjegyzés. Ha az M algebra abeli, azaz barmely két eleme kommutal egyméssal, akkor
minden belsé automorfizmusa az identitds leképzés. Egy ilyen algebran tehat a - csoporthatés
kiilsé volta pontosan azt jelenti, hogy g # e esetén v, # idaq.

M::C@C:{(g 2) |a,b€(C} ,
fa O b 0
re (5 0)- (o)
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Az M algebra kommutativ, és I' nem az identitds rajta, tehat I" nem bels§ automorfizmus. Azon-

ban M része az Ma(C) 2 x 2-es komplex métrixok algebrdjanak. Ezen az u = (1) O) matrix
segitségével definidlva a Iy := Ad, automorfizmust azt latjuk, hogy I' = I'y|am. Itt tehdt azt a
gyakran el6forduld esetet tapasztaltuk, hogy egy nagyobb algebra bels6é automorfizmusa lesziikitve

egy részalgebrara kiilsové valik. B
4.1.11 Tétel. (Skolem-Noether tétel) Teljes métrixalgebra minden automorfizmusa belsé. B

4.1.12 Példa. Legyen M teljes matrixalgebrak direktosszege, és rajta I' automorfizmus. Ameny-
nyiben I" belsd, akkor nyilvanvald, hogy I'|centramt = leentraq. Forditva, ha I' az algebra centrumén
identitasként viselkedik, akkor I" nem keveri egymassal a direktosszegben szereplé matrixalgebrak
elemeit, hiszen M centruma az egyes matrixalgebrdk egységmatrixai szamszorosainak direktosz-
szegébdl all. Ezért ekkor I' eloallithaté az egyes méatrixalgebrakon haté automorfizmusok kom-
poziciéjaként, melyek viszont az el6bbi tétel alapjan biztosan belsék. Bl

4.2. A kvantumtérelmélet megfigyelhets algebraja

Most ahhoz a kérdéshez probalunk kozeliteni, hogyan lehet a szimmetriacsoportra kovetkeztet-
ni pusztdn az invarians, azaz megfigyelhet6 algebra ismeretében. Ezt az els6 pillanatban meglepd
eljarast az teszi lehet6vé, hogy a megfigyelhet6 algebranak lokalis szerkezete van. Az aldbbiakban
1 térdimenziés racs térelméletben illusztraljuk csoportok hatasat, és a megfigyelhet6 algebra struk-
turdjat.

Egydimenziés modellekben a megfigyelheté mennyiségek operdtorai egy A C*-algebrat (4.1.1),
a megfigyelhets algebrat alkotjak, amely az egydimenzids térnek megfelel6en lokalis szerkezettel is
rendelkezik. Ha I C R illetve racsmodellek esetén I C Z a tér egy intervallumanak felel meg, akkor
ezekben a modellekben ehhez 1étezik A(I) C A lokdlis algebra (rdcsmodellek esetén) a kovetkezd
tulajdonsagokkal:

1) U Al = A
Icz
(ii) (izotdmnia) ha J C Z is intervallum, és I C J, akkor A(I) C A(J);
(ili) (lokalitas) ha INJ iires, akkor A(I) C A(J)’, ahol A(J)" az A(J) részalgebra kommutansa,
az a halmaz, amelynek minden eleme A(.J)-vel kommutél (néha eléfordul, hogy I'NJ = -
n tul azt is meg kell kovetelniink, hogy I és J bizonyos tdvolsagnal messzebb legyenek
egymastol);

(iv) (transzldcié kovariancia) egy = € Z elemhez létezik az A algebrdnak egy «, automorfiz-

musa gy, hogy o (A(I)) = A(I + ) és oz acr) bijekcio;

(v) A(I) c A(I'Y, ahol I' C Z\ I azon pontok halmaza, amely I-t8l egy adott tdvolsdgndl

messzebb van (ez mér nem egy intervallum), és A(I') ismét A(I') kommutdnsat jeloli.
Mi a tovabbiakban meg fogjuk kovetelni az algebrai Haag-dualitést is, vagyis az el6bbi
tartalmazas helyett az egyenldség teljesiilését.

Ha A a megfigyelhet algebra, Hy Hilbert-tér, B(Ho) pedig annak korlatos operdtorait jeldli,
akkor egy mo : A — B(Ho) *-abrazolassal jeloljiik ki a rendszer vakuum-dbrdzoldsdt. Legyen H
egy mdsik Hilbert-tér, azon egy mésik © : A — B(H) *-abrdzolds. Ezt akkor nevezziik mg-hoz
képest lokalizaltnak, ha valamilyen I C Z intervallumra 7|47y és mo|a(s+y ekvivalensek (1étezik
egy Ur : Ho — H izometria, melyre a € A(I') esetén n(a)U; = Urmp(a)). Ez tehat azt jelenti,
hogy az I térrészen kivil mérést végezve nem déntheto el, hogy az algebrat m vagy mg segitségével
abrézoltuk-e. A vakuum-dbrizolds hatdrozza meg tulajdonképpen ”az elmélet fizikdjat”, pl. a
csatoldsi dllanddkat (pontosabban az azokat tartalmazé dimenziétlan kombindcidk szdmértékét).
Az ehhez képest lokalizdlt m abrazoldsok irhatnak le pl. egy részecskés allapotokat. Ekkor a
lokalizdltsdg szemléletesen azt jelenti, hogy a részecskétdl elég tdvol (I-n kiviil) végezve méréseket
nem tudjuk eldénteni, hogy valéban jelen van-e a részecske, vagy a részecskementes vakuumban
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végeztiink mérést, azaz hogy a mp-hoz képest lokalizalt valamilyen 7 dbrazolasban vagyunk-e, vagy
mp-ban. Az ilyen w abrézolasokat Doplicher, Haag és Roberts utdn a wy DHR-dbrazoldsainak
nevezziik.

4.2.1 Tétel. Legyen my vakuum-dbrazolas, melyre teljesiil a Haag-dualitds: minden I interval-
lumra mo(A(I)) = (770<A(I’)))/. Ennek minden m# DHR-dbrédzoldsdhoz létezik olyan ¢ : A — A
endomorfizmus, hogy 7 0 ¢ ~ 7, és ¢ lokalizalt: 1étezik olyan I intervallum, hogy o| 41y = 1.a(1);
minden J C I intervallumra o{A(J)) C A(J). A

Ez tehat azt jelenti, hogy a kiillénboz6 7 dbrazolasok helyett altaldban elegendd az A algebra
EndjocA4 lokalizalt endomorfizmusait vizsgalnunk.

sz

— objektumai p : A — A *-homomorfizmusok;

— nyilai vagy intertwinerei endomorfizmusok kozott atvivé A-beli T' elemek: T : o7 —
02; Toi(a) = 02(a)T" (a € A).

Ebbol kovetkeznek a kategoria axiomak:

—haTy : 01 — 02 és Ty : p2 — p3, akkor ezek kompozicidja To o Ty := To Ty € A is
intertwiner g1 és o3 kozott;

— minden p endomorfizmusra 1, := 1 € A az egységnyil;

— ha T : p; — g9 nyil, akkor az algebra involaciéjaval T* : go — o1 nyil.

4.2.3 Definicié. Ha A megfigyelheto algebra, akkor az Endy..A lokdlis endomorfizmusok kategori-
dja EndA-bdl azokat az objektumokat tartalmazza, melyekhez van olyan I intervallum, hogy I’-n
az objektumok identitdsként hatnak, nyilai pedig az objektumai k6z6tt haté nyilak End.A nyilai
koziil.

Egy rogzitett I intervallumhoz legyen

End; A = {Q € Endj,cA ’ Q|A(I’) = 1-/4(1’)} :

4.2.4 Allitas. Ha 01 és 02 € End A, akkor egy koztiik haté T' : 91 — 02 nyil eleme A(T)-nek.
Bizonyités. a € A(I') esetén g1 és g2 is identitdsként hat a-n, ezért a nyilak definiciéja alapjén
Ta=aT. Ezért T € A(I'), ami az algebrai Haag-dualitds miatt T' € A(I) teljesiilését jelenti. B

4.2.5 Definicié. Az endomorfizmus kategéridban az objektumok és nyilak tenzorszorzata jol defi-
nidlhaté. Ha o1 és g2 objektumok, akkor p; ® g2 := g1 0 g2, amit néha csak p; gs-el fogunk jelolni.
Ha Ty : 01 — 01 és Ty : 02 — o9 intertwinerek, akkor Th ® Th := T101(T3) € A.

4.2.6 Allitas. Az elébb definialt Ty ® Ty szorzat 01 ® 0o — 01 ® o2 intertwiner.
Bizonyitas. a € A esetén

(T1 ® Tz) (01 ® 02)(a) = (Tr01(T2)) e1(02(a)) = Tio1(T202(a)) = Tro1(02(a)T2) =
=T01(02(a)) 01(T2) = 01(02(a)) Tho1(T2) = (01 ® 02)(a) (T1 @ T) . W

4.2.7 Allitas. A nyilak tenzorszorzdsa asszociativ, és az 1 4 intertwiner a tenzorszorzas egysége:
1IARQRT =TR14="T.
Bizonyitas. Ha T, : g, — 04 intertwinerek (o = 1,2, 3), akkor
(Ty © To) @ T3 = (Th01(12)) 01(02(T3)) = Tho1(To02(T3)) = T1 @ (T2 @ T3) .
Az 14 intertwiner azaz az 1 egységoperator barmilyen objektumnak egységnyila, igy az id 4-nak
is. Ezért
1A®T1 = ]_Ald_A(Tl) = T1 és
T1®1A:T1Q(1A)=T11A:T1 . [ |
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5. Az Ising-spin modell

Az Ising-spin modell a fizikdban gyakran eléfordulé jelenségek leirdsara alkalmas. Szépen il-
lusztralja ezenkiviil a megfigyelheto algebrardl és az invaridns részalgebrarol alkotott fogalmainkat.
A modellben a teret (egyeldre) az [1, N] C Z intervallum modellezi (2 < N € N). Minden

i € [1, N] indexre a modell B x-algebrdjanak generatorai U; és V;, a kovetkez8 szabdlyokkal (i,j €
[1, )

(i) U7 =V? = 1g;

(i) UiU; =U; Ui ; Vi Vy = V; Vi

(i) U;V; = (- 1)6”VJ’Ui?

(iV) Ur=U;; V=V,
A modellben a G = Zs = {e, z} csoport 7 hatdsa a generdtorokon mindegyik 4 indexre v, =
idp, v:.(U;) = =U;, v.(Vi) = Vi. A ~, hatds felirhaté6 Ad, alakban az u := H V; elem
segitségével, ezért ez egy belsd automorfizmus, a csoporthatéds tehét nem kiilss (4.1 _)

Azonban valtoztassunk most egy kicsit a B algebrdn, és a tovabbiakban is ezt az 1j algebrat
haszndljuk. Legyenek az i indexek [1, N] helyett Z-ben, és alljon az algebra az elébbi U,V
generatorokbdl felépithetd véges polinomokbdl. (Ez a x-algebra Hilbert-tér operdtoraiként hiien
abrazolhato, és ennek segitségével normalhato, majd teljessé tehetd, azaz C*-algebrava kiterjeszt-
hetd.) Ekkor az el6bbi u szorzat nem véges, tehdt nem lesz eleme az algebrdnak. Létezhet-e
més olyan u € B elem, mellyel v, = Ad, alaka? Egy ilyen elem csak véges darab kiilonbozé
index{i generdtort tartalmazhat, ezért mindig taldlhaté (végtelen sok) olyan j € Z index, hogy
ilyen index{i generdtor nem szerepel u-ban. Az algebra kommutéciés tulajdonsdgai alapjan ekkor
Ad,(U;) =uUju* =uu*U; =U; # —U; = 7.(U;), tehdt v, nem lehet belsé. Ezen az 4j algebran
tehét a v csoporthatés kiilsé lett. (Ha B-t C*-algebrava kiterjesztve megengednénk végtelen poli-
nomokat is, az n +— w, :=V_, V_,11...V, sorozat akkor sem lenne konvergens n — oo esetében,
hiszen m # n esetén w, — w.,,-nek az dbrazolas Hilbert terén a 2 is sajatértéke, tehat a normaéja
legalabb 2; a sorozat nem Cauchy-sorozat. A megfelel6 u elem tehdt ilyen véges elemekkel ekkor
sem kozelithetd.)

5.1. Az invarians részalgebra

Az A Zs-invaridns részalgebra olyan szorzatokbdl és azok Gsszegébdl all, melyek pédros darab
U generatort tartalmaznak (kiilonboz8 indexekben). Az U2 = 1p egyszériisitések a generatorok
szamanak parossdgat természetesen nem befolyasoljdk. Az invarians algebra generdlhaté az eddigi
V; generatorok és | € Z + % esetén a W, = Ul_% Ul+% elemek segitségével. I C %Z, i,jEeZNI
és I,k € Z + % N I esetén tehat A(I) a V; és W; 4ltal generdlt véges polinomok C*-algebrija a
kovetkezo szabalyokkal:

(i) W12 = V7 = 1p;

(i) WiW, =W, W;; ViV, =V; V3

(i) WiV, = (-1 ¥ v g
(iv) W =W ; Vi = Vi,

A tovabbiakban a € I esetén X, -val fogjuk jeldlni a V,, generdtort amennyiben a egész, illetve a
W, generdtort, ha a félegész.

Az igy definidlt A(I) egy megfigyelhetd algebra; az izotdénia nyilvdnvaldan teljesiil ré, ameny-
nyiben az I és J intervallumok kozti tévolsig legaldbb 1, akkor A(I) C A(J)" teljesiil, igy a
lokalitas is fennall, a transzlacié kovarianciat x € %Z esetén az o, : X, — Xgy, altal generalt
automorfizmus biztositja, amennyiben I’-t az I intervallumtdl legaldbb 1 tévolsidgra esé pontok
halmazanak definialjuk %Z—ben, akkor az algebrai Haag-dualités is teljestl.

Keressiink az A algebraban egy ponton lokalizalt endomorfizmusokat, azaz olyanokat, melyek
egy %Z—beli pont komplementumahoz tartozé algebréan identitasként hatnak. Egy ilyen a € %Z
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pontban lokalizalt g, endomorfizmus csak az X, generatort véaltoztathatja meg: megszorozhatja
egy komplex szdmmal. Azonban az X2 = 14 egyenletre hattatva g,-t, lathatd, hogy ez a (nem
trividlis) szdm csak a -1 lehet. A o, endomorfizmus tehét az X, generdtort a minusz egyszeresébe
viszi at, mely mivelet az algebrat definidlé Gsszes relaciét invariansul hagyja.

Legyenek a > b %Z—beli elemek, és I = [a,b]. Ekkor g,, 0, € End; A, ezért a 4.2.4 allitds
alapjdn ha van koztiik T, intertwiner, akkor az eleme A(T)-nek. Azonban egy ilyen intertwiner a
teljes A(Z \ I) algebraval kommutdl, hiszen ezen az algebrén g, és o, is identitdsként viselkedik,
ezért Ty, € [a+ 3,0 — 3] is teljesiil (ha ilyen T, intertwiner létezik). EbbSl b = a + 3 esetére
azonnal kovetkezik, hogy 04 és 0, 1 szomszédja kozott nincs intertwiner, ez a két endomorfizmus
nem lehet ekvivalens. Ha azonban b — a € Z, akkor a T, := XaJr% XaJr% .. -beé elem o, — 0p
intertwiner, azaz egész kiillonbségi indexekkel rendelkez6 endomorfizmusok ekvivalensek. Kénnyen
beldthatd, hogy az igy definialt ekvivalencia valéban ekvivalencia-relacié az egy pontban lokalizalt
endomorfizmusok halmazan. Ha b és a kiilonbsége félegész, akkor g, és g,_1 ekvivalensek, viszont
01 és op nem ekvivalensek, ezért o, és o, sem lehetnek ekvivalensek. Kzt latjuk tehdt, hogy
intertwiner pontosan akkor 1étezik g, és g, kozott, ha b — a egész szam.

Legyenek J, I € %Z véges intervallumok, és definidljuk a o7 := @ 0; = [] 0s, illetve hasonléan

iel i€l
a pj endomorfizmust. Ezek tehat az Osszes I-beli illetve J-beli index{i generdtort minusz eggyel
szorozzak. Keressitk a o7 — o7 intertwinereket. Az I és J intervallumok egész és félegész szamokat

tartalmaznak, melyeket a kdvetkezdkkel fogunk jel6lni:

I:{il,...,iPEZ;ll,...,lteZ+%}
J:{]l”jT€Z7klaaku€Z+%} .

Az altalanossag megszoritdsa nélkil feltehetjiik, hogy r < p és u < t. Legyen iy egész szam, és [y
félegész. A

Try =T ®...0T5,5, ®Thk ®... Tik, ®Tiojp+1 Q... 0Ty, ®Tl0kt+1 ® ... Tk,

le)
elem a nyilak tenzorszorzatdnak definicidja alapjan intertwiner lesz 05 ® i, ®. . . ® 0i, ® 01, ® . . . ® 01,
és o k6z6tt. Amennyiben r —p és u —t is parosak, akkor o; mellett paros darab g;, és paros darab
01, jelenik meg, melyek pdros darab minusz el6jelet adnak minden ¢¢-beli illetve lp-beli generdtor
elé, azaz olyan, mintha ott sem lennének. Ha tehat kiilon az egészek és kiilon a félegészek szamanak
kiilonbsége a két intervallumban paros, akkor a fenti 77 elem p; — o intertwiner.

Most indirekt médon megmutatjuk, hogy ha az el6bbi parosségi feltétel nem &all fenn, akkor o;
és oy inekvivalensek, azaz nincs koztik atvivé intertwiner. Vegyiink el ugyanis ekkor J-bdl egy
egész vagy egy félegész elemet (vagy mindkett6t) gy, hogy a kapott Jy halmaz intervallum legyen,
és benne az egész illetve félegész elemek szamdnak kiilonbsége I egészeinek illetve félegészeinek
szamatol paros legyen. Az el6z6ek szerint ekkor létezik T, , melyre A € A esetén

030(A) Tyor = Ty 01(A)

teljestil. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik a T7; intertwiner is. Ekkor

TrrTry05(A) =Trr01(A) Ty = 050(A) Tyt Try

azaz Tj,r Try : 07 — 0, intertwiner. Ennek az intertwinernek kommutdlnia kell minden A(Z\ J)-
beli elemmel, mert itt mindkét endomorfizmus az identitds, de kommutalnia kell minden A(Jp)-beli
elemmel is, mert itt a két automorfizmus ugyanigy hat. Az algebrai Haag-dualitds alapjdn ez az
intertwiner (melynek véges polinomnak kell lennie) tehdt olyan generdtorokbdl épiilhet fel, melyek
indexei Z \ J-t6l és Jo-tdl is legaldbb 1 tdvolsdgra esnek, ilyen index azonban nem létezik. Mivel
07 # 0J,, €z az intertwiner az 14 elem sem lehet, tehat az indirekt feltevésbdl ellentmondasra
jutottunk.
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Eddig a B algebrabdl kiindulva egy Zs-invaridns algebraként kaptuk A-t. Ezen egy pontban
lokalizalt endomorfizmusokat irtunk fel, melyek azonban kiilsé endomorfizmusok, hiszen barmilyen
A-beli véges polinom ha antikommutdl valamelyik generatorral, akkor legalabb még egy masikkal
is antikommutélnia kell, viszont g, csak egyetlen generator elé ad minusz egy szorzot. Ezért most
keressiik azt a kiterjesztett F algebrat, aminek A része, és amiben g, belsé automorfizmus. Egész
i indexekre U; elemeket keresiink, melyekre o, = Ady,. Félegész [ index(i g;-hez pedig Z; elem kell
az F algebrdban, amivel g, = Ady,. frjuk fel tehdt amit az automorfizmusok belsé volta és az A
algebra alapjan a generatorokrdl tudunk (i,5 € Z; I,k € Z + %)

(5.1.1) UiV} _ (_1)6ij V} U;
(5.1.2) U, W, = W, U,

(5.1.3) 2V =V, Z

(5.1.4) ZW, = (—1)%% W, 2,
(5.1.5) ViW, = (_1)5#%,1”1-75,1 W, V;
(5.1.6) Vi Vil = (Wi, W] = 0.

Tudjuk még, hogy V és W egy négyzetli, onadjungélt elemek. Mindezek mellett keressiik a
legkisebb F C*-algebrat, azaz azt az algebrat, amely a V, W, U, Z generatorok kozott a legtbb
oOsszefiiggést tartalmazza. (5.1.1) és (5.1.2) szerint U2, (5.1.3) és (5.1.4) szerint pedig Z7 kom-
mutdl a teljes A algebraval. Feltessziik, hogy a teljes A algebra kommutdnsa F-ben trividlis, azaz
C-1£. Ezért az U, Z elemek négyzete is 1 szamszorosa. A fenti relaciék kozott sehol sem szerepel
utalds e generdtorok "nagysdgara”, ezért feltehetjiik, hogy U? = Z? = 1. Hasonléan U} U;-vel
illetve Z; Z;-el is kommutal a teljes A algebra, igy ezek az elemek +1r-vel egyezhetnek. Ez az
el6jelvalasztds a generatorok onadjungaltsagat illetve antionadjungaltsagat jelenti. Mi most a felsé
lehetGséget valasztjuk, azaz U-t és Z-t 6nadjungaltnak tessziik fel.

Mindegyik generator kiilonbozoképpen kommutél, ezért U és Z nem egyezhet meg V-vel vagy
W-vel. Azonban két generator szorzata viselkedhet igy, mint egy harmadik generdtor. Ezeket a
lehetGségeket megvizsgalva azt kapjuk, hogy

(5.1.7) U_1Uygr =W
7.

i—1 4+l = Vi

Ezt elfogadva kapjuk, hogy [U;,U;] = [Z;, Zx] = 0. Ezzel a 1épéssel az A algebrat felépitettitk
az U és Z generdtorok segitségével, s6t mivel az eredeti B algebra U operdtorai megegyeznek a
most bevezetett F algebra U operatoraival, ezért a B algebra is kifejezhet6 1j generatorainkkal.
Ahhoz, hogy ezt a felépitést teljessé tegyiik, hidnyzik még az U és Z generatorok kommutacids
relacidja. A kiindulési relacidkat tekintve feltehetjiik, hogy az U; Z; elem a Z; U; elem szamszorosa:
Ui Zy = K(i,1) Z1U; (K(i,1) € C). Ezt, valamint V és W (5.1.7) alakjat (5.1.1)-be és (5.1.4)-be
helyettesitve

o1 |
K(%]*g)K(%]+§)
K(kJr1 Z)K(k:—1 1)

2’ 2’

(71)6“ )

(71)&“ )

amibél valamilyen y € C-re K(i,l) = y-sgn(i —1). Mivel U? = 1, rajta Z; dtkommutal, ezért
y = +1. A két lehetséges F1 algebra tehdat az egységnyi négyzetili, onadjungalt U; és Z; elemekbdl
all, melyekre

U; 7y = +sgn(i — 1) 2, U;
U, U;1=121,Z,) =0 .
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Erdemes megjegyezni, hogy az Ady, és Adz, endomorfizmusok ugyan bels6k lettek az F. algebran,
azonban nem lokélisak az Fi-on, csak annak A részalgebrijan.

A G illetve G két elemfi csoportoknak legyen a kivetkez8 hatdsuk Fi = (U, Z)-n:
Y. 2 Ziv— —2Z; illetve v, : Uj— =U;

a ki nem {rt generdtorokat pedig hagyjdk invaridnsan. Ekkor az erdeti B = (U, V) algebra, illetve
a teljesen hasonlé tulajdonsédgi B = (Z, W) algebra lesznek az invaridns részalgebrak G-ra illetve
G-re nézve. B-n a G csoport, B-n a G csoport invaridns algebréjét elkészitve A = (V, W)-t kapjuk:

Fi=(U2) —%— B=(UV)

5.2. A megfigyelhet6 algebra lokalis szerkezete

Ha J I-nél egy indexszel bévebb intervallum, akkor A(T) be van dgyazva A(J)-be. Ezen bedgya-
zasok mikéntje abrazolhaté egy diagramon, melynek egy sordba azonos szamossagu intervallumhoz
tartozé algebrak tartoznak, és egy ferde vonala az algebra bedgyazéasat jelképezi az eggyel nagyobb
indexhalmazi algebraba. Egy ilyen bedgyazéast abrazol az in. Bratteli-diagram, a fenti diagram
tehét sok Bratteli-diagram osszessége. Ilyen bedgyazas tobbféle lehet, ezért a diagram a bedgyazast
csak egy olyan izomorfia erejéig hatdrozza meg, amely kiillonb6z6 beagyazasok képét egymasba viszi.
A diagram felirdsdhoz métrixok segitségével hilen dbrazoljuk az A(I) invaridns algebrat.

5.2.1 Allitas. Legyen I C 1 Z intervallum. Ha I hossza n egész szédm, akkor A(I) hii dbrazoldsa
az Man @ Man-beli métrixok algebrija, mig Card(l) =n — % esetén az Mon teljes matrixalgebra.
Bizonyitas. I = {i} esetén az algebra 1-et és a V; generdtort tartalmazza, az algebra kommutativ.
Hogy az egység és V; megkiilonboztetheto legyen, az dbrézolas legyen kétdimenzids, de blokkdi-
agondlis. V; dbrézoldsdhoz egy olyan métrixot kell taldlnunk, mely 6nadjungdlt, és négyzete (12).

Ilyen matrix a
(1 0
2= \0 -1

A; abrézolasi tere tehdt az egységmaétrixot is figyelembe véve C & C.
A, +i esetén az algebra nem kommutativ, dbrézoldsa legaldbb kétdimenzids. Vi-nek és W, 1-
nek olyan matrixokat kell megfeleltetniink, melyek onadjungaltak, négyzetiik egy, és egymassal
antikommutalnak. Ilyenek a Pauli-métrixok. Legyen

1 0 0 1
Vi=os = (0 1> , Wipp=o01= <1 0>

Az 1 4-nak megfelel§ egységmdtrixszal egyiitt a generdtorok métrixai illetve szorzatuk kifeszitik
a teljes M3(C) 2 x 2-es matrixok terét (amit a tovdbbiakban csak Ms-nek fogunk nevezni). Az
Aj i1 1 algebra hii dbrdzoldsa tehat M.

A it abrazolasdhoz nyilvan nagyobb métrixokra lesz sziikséglink. Duplazzuk meg az eddigi

dbrézoldst. Ha egy A € A, ; +1 elem métrixa Ma-ben (A) volt, akkor 11j dbrézoldsunkban legyen

1=( W)
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4 x 4-es métrix. Nyilvanvald, hogy ezzel a lépéssel nem rontottuk el A, ;| 1 abrazolasat. Tudjuk
viszont, hogy a V; Vi1 elem kommutdl a teljes A, ; 1 algebrdval, ezért csak az (12) 2 x 2-es
egységmatrix szamszorosainak blokkjaibdl dllhat. Vélasszuk a

1,)

ViV = (12

2= (M)
lehet6séget, amit V;-vel szorozva

ViViVigr =Vipa = ((03) (0’3)) . ((12) —(12)) B ((03) _(03))

Ez egy 6nadjungdlt matrix, négyzete az egységmatrix, és megfeleloen kommutal az eddigi genera-
torok matrixaival. Uj dbrézoldsunk a 4 x 4-es (14) egységmatrix segitségével kifesziti My @ Mo-t

Az altaldnosités el6tti utolsé lépésként A, i3 abrazolasahoz olyan 4 x 4-es matrixot kell keresnunk
W, 43 szerepébe, mely eddigi generatoramk koziil csak Vi1 matrixaval antikommutdl. Ilyen métrix

) Wis = ((12> (12))

Ez is 6nadjungalt matrix, négyzete egy, és vele egyiitt A, +2 abrazolasa mar a teljes My teret
kifesziti.

Most indukeiés médon folytatjuk az eljdrdst. Tegyiik fel, hogy (1 < n € N-re) A, tn—1 hi
abrazolasa kifesziti az Mon teret. n = 1-re és n = 2-re errél meggy6zodtink. Dupldzzuk meg most
eddigi dbrdzoldsunkat: ha A; ., 1 € A; ;1 dbrdzoldsa eddig a (A; ;1,_1) € Mz~ métrix
volt, akkor most legyen

A

i _1
1...1+n 3

_ ((Ai...i+n—%) (Ai,..i+n%)>

Az A;. i+n algebra dbrazoldsahoz meg kell taldlnunk az 0j Vi, generdtor matrixat. Tudjuk, hogy
aV;Viy1 ... Viyn elem kommutal a teljes A, 1 algebréaval, legyen tehat

T i+Nn—

ViVigs .. Vign = <(12"> (12n>>

Ha eddig V; Viy1 ... Vign—1 dbrézoldsa Man-ben (V; Vii1 ... Viyp_1) volt, akkor ezzel az el6bbi
egyenl6séget megszorozva kapjuk, hogy

Vi = ((‘/z Vit - Vign—1) >
= ~(ViVig1 « o Vign—1)

igy A;. . itn dbrézdlosa (1on+1) segitségével kifesziti Maon @ Man-t.
Tovabbmenve A; ;1 dbrdzoldsdhoz meg kell keresniink a W; ., 1 generdtor matrixat. Ez
a generator az A, 1 algebraval kommutal, csak a Vi, generatorral antikommutél. Ilyen

1...0+n—3
matrix a ( )
_ 1271
Wi+"+%:(<12n> ) !

hiszen ha egy A; ;+n € A i1n elem dbrazoldsdban a két blokkdiagondlis Man-beli blokkmatrix
egymas ellentettje, az azt jelenti, hogy Vi, szerepel A; ;i,-ben szorzdként, és WJrnJr pontosan
ekkor antikommutal vele. Az A; ;yn,-t abrdzolé Maon @ Maon-hez ezt a matrixot hozzavéve mar
a teljes Mynt1 matrixteret kapjuk A; ., +1 abréazolasi tereként. Ezzel eljutottunk a kiindulési
feltételiinkhoz, de n helyébe most mar n + 1-et irva.

Az egész eljards V «— W cserével teljesen hasonléan miikdott volna, ha i € Z helyett egy
| € Z+ % indexrdl inditjuk az A(I) algebrat. Latjuk tehat, hogy ha I hossza n — 3, akkor A(I)
abrazolasi tere Msn, mig ha I hossza n, akkor Maon @& Man lesz a hii abrazolds tere. B
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Mindezek alapjan készithet6 el az algebrat abrazols diagram (sok Bratteli-diagram Gsszessége):

CeC
i i+3 i+1 i+ 3 i+2 i+5
Ebben a diagramban minden sor megfelel az I intervallum egy szamossagénak; a legalsé sornak csak
egy generatoru algebra felel meg. Barmely pont algebrajaban az onnan ferdén lefelé elérhetd legalsd
pontoknak megfelelé generdtorok talalhaték meg. Az egyes pontoknak megfelels algebrat a sor
elején lathatd térben abrazoltuk. A diagram vonalai dbrazoldsok egymasba dgyazdsat jelképezik;
egy-egy dupla vonal felel meg egy Bratteli-diagramnak.
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6. Egy S;-spin modell

Ebben a fejezetben az Ising-spin modell valamilyen I C Z véges indextartoményon adott B(I)
algebrajat fogjuk vizsgalni, azonban az eddigi Zs-hatas helyett az S3 csoport hatdsa alapjan. E
csoporthatds felirdsahoz a csoport és az algebra U;, V; generatorainak kétdimenziés matrixabra-
zolasait hivjuk segitségiil. Legyen most ¢ € I esetén

1 0 , 0 1
UjEO‘gZ(O _1) és ijalz(l O)

Ezek a matrixok antikommutélnak egymassal, négyzetiik az egységmatrix, és szorzatukkal egyiitt
kifeszitik Ms-t, gy viselkednek tehat, mint az algebra generatorai. Mas indexekre felirt genera-
torok ezekkel kommutdlnak, tehdt a B algebra matrixabrazolasa egymdéstdl fliiggetlen My terekbol
all minden I-beli indexre. Az Ss csoport kétdimenzids irreducibilis dbrdzoldsa (1.2.13) szerint

1#weCuw®=1)
_ w2 0 b f= 0 1
“=lo w =\1 0

E csoportgeneratorok matrixainak adjungalt hatdsat az algebra generdtorainak matrixan felirva
kapjuk, hogy

a2 V=WV s Upe Uy o
(U? = 15 miatt w = €57 esetén w'i = —L 15+ P U;)

6.1. Az invaridns részalgebra

Keressiik az erre a hatdsra invaridns
A(I) = {A € B(I)|(Vg € S3) ay4(A) = A}

megfigyelhet6 algebrat. Minthogy a csoporthatds és minden csoportelem felirhaté ¢ és t szorza-
taival, elegendd az a. és oy algebra-homomorfizmusokra invaridns kifejezéseket megkeresni A(I)
felirdsahoz.

Definiadljuk minden ¢ € I indexre a kovetkez6 kifejezéseket:

1-U; _ 1+ U;
of =V, 5 o; :=V¢+T ;
14 U; _ _ 1-U;
Pfimotor = P =oiof = —

Konnyen beldthatd, a B(I) algebra U,V generdtorai, igy minden eleme is kifejezhetd e o-k segitsé-
gével, ezért a tovdbbiakban A(I) C B(I) elemeit is o-kbdl felépiilé polinomok alakjaban tekintjiik.
Fontosak lesznek a kovetkezd egyszerii azonossagok:

- - _—pt_ — 4+ - _ - + +_ +p—_ A+ - +_ _+
(6.1.1) P o, =0, P" =000, =0, , Pro =0/ P~ =000 =0, ,
- - _ + .+ _
o, 0, =0, o0 =0 .

Definidljuk tovédbbd (Card(I) = 2 illetve 3 esetén) minden 4, j, k € I indexre az

1-U,U;
Xij = ‘/z‘/]72 J :g;'
1+Uin+UiUk+UjUk —gtot
4 - Vi

o; +o, 0

Yijk = ViV; Vi
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B(I) algebra-beli elemeket.

6.1.1 Allitas. Az A(I) algebra minden eleme felirhaté olyan polinomok alakjéban, melyeknek
(i) minden tagjdhoz taldlhatunk a polinomban egy ”ellenkezs” tagot is amit ugy kapunk, hogy
minden i € I indexre az adott tagban végrehajtjuk a o, « o} (és {gy a P;" < P) cserét;
(i) minden tagjdban az Osszes indexre dsszeadva a ot-ok darabszdmadt, és ebbdl kivonva a o~ -0k
darabszamat harommal oszthaté szamot kapunk eredménytil.

Bizonyitas. Nézziik meg a c, t csoportgenerdtorok hatdsdt a o+ ésa o~ elemekre (k € I,w = Gi%ﬂ—)i

1—a. (U 1-U, w™ U —w Uy
ac(o;):ac(Vk)%:wU’“Vk 5 by, 5 L
—1 By — (—Lu, — i 1 3. 1-U,
—Vk( 2~ k)2( 2k 12):(—5—1-2'%)‘/1@ 2k:wo,:r,és
_ 1+ a.(Ug) ve, 1+ Uk w Uk 4w Uk,
ac(ak)—ac(Vk)f:w Vi 5 =V 5 =
v (=3 — iU + (=30 — i) - —iﬁ)v L4+ U, _ 2 -
-t 2 T2 Tty TR TR
1 — ay (U] 1+U
_ 1+ o (U 1-U,
ou(o7) = (Vi) Iy L0k oo

A o kifejezésekkel a B(I) algebra U,V generdtorai, {gy minden eleme is kifejezhetd, ezért
az. A(I) C B(I) algebra minden eleme is felirhaté kiilonb6z8 o-k polinomjaként. Az (6.1.1) sz-
szefiiggések segitségével és a kiilonboz6 indexli o-k kommutaldsa miatt elérhetd, hogy egy adott i €
I indexre ezen polinomok minden tagja legfeljebb egy darab o -t és egy darab o; -t tartalmazzon.

(i) Az oy homomorfizmus egy tagot éppen annak ”ellenkezdjébe” visz t, hiszen minden in-
dexben végrehajtja a o «<» 0~ cserét. Ezért ha egy polinom erre invaridns, akkor minden tagjahoz
szerepelnie kell a megfelel$ ”ellenkez6” tagnak is.

(i) Az o homomorfizmus pedig minden tagot a polinomban csak egy szdmmal szoroz, ha a-val
jeldljitk a tagban taldlhaté ot -ok és b-vel a o~ -ok szdmat, akkor ez a szdmszorzé w(@20) = (,(a=b)
alaki. Ezért az invaridns polinom minden tagjaban w(®=% =1, azaz a —b = 0| mods, tehat a oT-ok
és 0~ -ok szamadanak kiilonbsége harommal oszthaté. B

6.1.2 Allitas. A fent definidlt Xi; és Yy, alaku kifejezések (7,7, illetve k € I esetén) elemei az
A(I) megfigyelhet$ algebrénak, és A(I) minden eleme felirhaté X;; és Yij, alaku elemek algebrai
kombinacidjaként.

Bizonyitas. X;; és Y;;, o-kkal kifejezett alakjaibél nyilvanvalé, hogy megfelelnek az eléz6 allités
kovetelményeinek, ezért elemei (I-beli indexek esetén) A(I)-nek.

Az allitds masodik részét Card([) szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. A csoporthatds a
tagok fokszdmét nem véltoztatja, ezért az A(I)-beli invaridns polinomok minden homogén vala-
milyen fokd polinomja is invarians; elegendé tehat az ilyen homogén polinomokat eléallitanunk X
és Y segitségével. Egy homogén polinomon beliil (i) értelmében minden taghoz taldlunk megfeleld
7ellenkez6” tagot. Egy tag és az ”ellenkez6” tagja egylitt onmagédban is invaridns, ezért csak olyan
kifejezésekkel kell foglalkoznunk, melyek valahdny o szorzatdnak és ugyanezen szorzat o « o~
cserélt valtozatéanak osszegébél allnak. (ii) alapjdn egy tagban a o¥-ok és 0~ -ok darabszdmdnak
kiilonbsége hdrommal oszthatd, mikézben (6.1.1) miatt egy tagban minden ¢ € I-re legfeljebb egy
darab o} és legfeljebb egy darab o] taldlhaté. A tovdbbiakban az invaridns tag+”ellenkezé” tag
osszeget P(™-el jeloljiik, amennyiben a benne szerepld o-k n db kiilonb6z6 indexet viselnek.
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Card(I) = 1 esetén PM-ben o -t (ii) miatt o; -al is szorozni kell, az egyetlen invaridns

polinom
PW ZO‘;FO‘; +a;a;r :P;r—i—Pf =1 .

Card(]) = 2 esetén a mindkét indexet tartalmazé kifejezések:

P = ojaj + O'Z-_O';_ = X;; vagy
P2 — O'Z-JFO';O';O';»F + O';O';FO';FO'; = PZ-JFPf + PijJr = ij vagy
PR = a;roi*a;fof + ofa;rojfa;f = PZ-JFP;r + P;P; =1- XZ-QJ-

Card(]) = 3-ra a hdromindexes megfelel$ kiilonbo6z6 alaki homogén polinomok:

3 — — —
P® = oja;ra,j to,0,0, = Yijr vagy
P® = J;J;FJ;TU,; + U;LU;U;O'IJ; = P;oja,; + Pfa;a,‘: = X%—Xjk vagy

3 _ = - - - 4+ — +_— _+ _ pt+ptpt —p—p— _ 2
PY =0 oiojojokak—i—aioiojojokok—Pl. Pij + P; Pij—Yij,C vagy

PG = aj'ai_a;-'oj_ak_a;: + ai_aj'oj_a;-'o;:ok_ = Pij"rPk_ + PZ-_PJ-_P,;Ir = kaijk
Most megmutatjuk, hogy ha A(I)-re az &llitds igaz, és n = Card(l) > 3, akkor az allitds
A(J)-re is igaz, ahol Card(J) = Card(I) +1=n+1és 1 C J. Legyen i,j € I,k € J\ I. Ekkor
az A(J)-beli P("*D-ben a k indexet P, Py (a.) eset), vagy oi, 05 (b.) eset) tartalmazhatja.
a.y Az el6bbi két esetben (i) miatt

P+l — o) pt 4 ¢ P

alakban irhatd, ahol C( p darab kiilonbozé indexet hordozé o-szorzat (n > 3 miatt ez létezik és

nem trividlis), C(™ pedig ennek o+ < o~ cserélt véltozata. P, és P, nem véltoztatja a o T-ok és
o~ -0k szamanak kolonbségét, ezért (ii) miatt a C'(™ szorzatban is harommal oszthaté lesz a o -ok
és o0~ -ok szamanak kiilonbsége. Ezért a

P .= 4 6(\’7)

osszeg eleme lesz A(I)-nek, az indukciés feltevés szerint igy az allitds P(M-re igaz. C'™ a j indexet
o Pj'", illetve JJT", P alakban tartalmazhatja, ezért az elsé két esetben ptl) — P(”)(P;'P,:' +
PrP) = PM (1 — X3,), mig a mésodik két lehet8ség esetén P+l = P(”)(PJ-_P,;|r + P;“Pk_) =
P(")Xij, ezért az allitas Pt D-re is igaz.
b.y Ekkor (i) miatt
n+1 n /\n/ —
PO — gt 4 Gl
alaku. Négy aleset lehetséges:
b/1.y aleset: valamelyik j € I indexre C™) = C(»=Y P alakban frhat6, ahol C"~!-ben az
Gsszes I-beli index szerepel j kivételével. (n > 3 miatt ez 1étezik és nem trividlis.) Ekkor tehdt

pn+l) — C(n—l)PjJrO-;r + C("_l)P;UI;
A

(612) C’(nfl)o—;‘ + Cn=1)g~

J

kifejezés olyan, hogy nyilvdnvaléan tudja az (i) tulajdonsdgot; elsd tagjaban a o*-ok és o~ -ok
szaménak kiilonbsége pedig ugyanannyi, mint P("*1) elsg tagjaban, igy P(**1) € A(J) miatt erre
a kifejezésre az (ii) tulajdonsdg is igaz. A (6.1.2) kifejezés tehat A(I)-nek eleme, ezért az indukciés
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feltevés értelmében X és Y alaku elemek algebrai kombindcidja, és X = o O']:_ + ojak_—al jobbrél
szorozva épp Pt et kapjuk.

b/2.) aleset: valamelyik j € I indexre C™) = C=Y P alakban frhaté, ahol C"~Y-ben
ismét az Osszes I-beli index szerepel j kivételével. Ekkor

Pt = ¢ prgl 4 CmD P oy
Most az elébbi (6.1.2) kifejezést X, = Ujfa,ir + o;rag—al balrél szorozva kapjuk P("*1-et, tehat
az allitds P _re ismét igaz.
b/3.y aleset: valamelyik j € I indexre C™) = C("=Yg~ alakban frhaté, ahol C("~1-ben ismét
az Osszes [-beli index megtaldlhato j kivételével. Most

ptl) — C("_l)aj*ak +C=Dotor
A
(613) C’(nfl) + C(n-1)

kifejezés nyilvdnvaléan tudja az (i) tulajdonsdgot, és elsé tagjdban a oT-ok és oT-ok kiilonbsége
ugyanannyi, mint P("*1) els§ tagjdban. Ezért (6.1.3) az (ii) tulajdonsagot is kielégiti, vagyis
(6.1.3)e A(T\ {j}), rd az indukcids feltevés vonatkozik. n > 3 miatt (6.1.3) nem trividlis (hiszen
példdul n = 2-re csak az egységelem lehetne), ezért nézhetjikk az i € I\ {j} index{i szorzdtagot
C™=Y_ben. Amennyiben ez a tag o; vagy P;", ugy X% X = Poj oy + P o o} -al, ha pedig
ez a tag o) vagy P, tigy X;x X7, = Pi_Uj_U;: + P;ro;’ok_—al szorozva kapjuk P("+1)_et.

b/4.y aleset: C("-re az eddigi b/1.), b/2.), b/3.) esetek koziil egyik sem alkalmazhaté, azaz
C™) csupa o -t tartalmaz. Ilyenkor n — 2 > 1 hdrommal oszthaté, és

pntl) — ojl . .J:nizojojalj +0qy 04, ,0; 0; 0

ahol ai,...a,_»,i,j killonbézé indexek I-ben és k € J\ I. P*+D mindkét tagjabél az utolsé
harom o-t elvéve a ot-ok illetve 0 ~-0k szdma modulo 3 nem véltozik, ezért a

+ + -
Ouy - 0q, o T 04 - 0q

kifejezés eleme A(I\ {i,j})-nek, rd az indukcids feltevés szerint az allitas igaz. A kifejezést Vi i =

+ ot gt P
o, 0; 0, +0; 0; 0 -al szorozva

(n+1) - - + 7t 5 + + S
P + 04, .04, ,0; 0,0, 04, ...04,_,0,0;0

Qan an

-t kapjuk. Az utolsé két tag Gsszege a b/3.) alesetbe tartozik (az ott szerepld C(»=1 helyébe most

Ty ...O’;niSO';rO';r keriil; n > 3 és n — 2 hdrommal oszthatdsidga miatt n > 5, tehdt ez létezik),

réla tehdt kordbban lattuk, hogy az allités rd igaz. P("t1)-et tehét ismét megkaptuk X és Y alaki
elemek algebrai kombinéciéjaval. B

A B algebra generatorai 4brazolhaték egy Hilbert-téren haté operdtorokként. U2 = 15 miatt
az U;-t hilen 4brézold operdtor sajatértéke £1. A két sajdtvektor legyen |T) és |]), melyeket a
fizikdban spindlldsoknak feleltetnek meg. Ha |a) U; sajdtvektora valamilyen sajétértékkel, akkor
az antikommutdcios szabaly miatt V;|a) sajitvektor ellentett sajatértékkel. Ezért Vi |T) = ||)
és Vi|l) = |1). Mindezek alapjan kévetheté o hatdsa ezeken az &llapotokon. o) csak a | |)
vektoron lesz nem nulla, és beléle | T)-t csindl, o; pedig épp forditva dolgozik. X;; t&bb indexii
elem; mivel a B algebrdban a kiilonb6z6 indexekhez tartozd generatorok egymadstél fliggetlenek,

ezért minden indexre megismételhetd a fenti dbrazolas, vagyis a kétindexes X;; operator a két nyillal
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jellemezhetd &llapotokon hathat. Mivel ez az operator a két indexében ellenkezd o*-t tartalmaz,
hatdsa csak a |T]) és a ||1) vektorokon lesz nulldtél kiilonbozd, ezeket a vektorokat megeseréli.
Hasonlban Y, a |T11) és |[]]) vektort cseréli fel egymadssal, és mds hdrmas elrendezést a nulldba
visz at. Az ij egy egyszeri projektor, az ellentétes dllasu spinparok alterére vetit, 1z — ij az
azonos allasu spinédllapotokra projektal.

Mindezek alapjan elkészithetiink az A;j, hdrom pont-algebraban az X elemek segitségével egy
maétrixegység abrazolast. Legyen ugyanis

1 0 0
m=1o] . [mn=11 o Anh=({o] ,
0 0 1
ekkor
1 00 000 0 0 0
00 0|=X1-X3%) , (01 0]=X)X3 , (00 0]|=X,018-X) ,
00 0 000 001
010 00 1 000
00 0]=X;X5 00 0|=Xi,;X,, , 10 0|=X3Xy
000 000 000
000 000 000
00 1 |=XX 00 0|=XuXi; . [0 0 0]=XX},
000 1 00 010

Konnyen ellenérizheték a kovetkezd tulajdonsagok:

Xij XjpXij = X Xij Xjp =0
[XZ’ka] =0;
Xi = {Xij, X33} 5
X} =Xi; .

Kérdés, hogy ezek a reldcick minden informéciét tartalmaznak-e az X A-generdtorok egymas
kozotti viselkedésérél. A fenti méatrixegység abrdzolds matrixainak szorzasi szabdlyat megkap-
hatjuk a matrixokhoz tartozé kifejezések szorzasaibdl. Ezek elvégzéséhez pedig elegendtek az
el6bb felsorolt reldcidk. Eszerint tehdt az algebra X elemeinek viselkedését (a hii dbrazoldsukat
alkoté operatorok sajitvektorain) meghatarozzdk a fenti reldciék. Az algebra felirdsakor lehetdleg
szomszédos 1, j, k indexekkel dolgozunk, ezért kevésbé jelentos a kovetkezd relacid, mellyel nem
szomszédos indexekre térhetiink at:

Xik = {Xijank} .
Tovabbi néhany relacioval leirhatjuk az Y elemek viselkedését is:
Yk = Yo ;
YijgXi; =0
Yijk, X} = Yiji s
{Yije, X3} = Yij ;
[Yijk, Yig] = [Xjn, Xg] + [Xa, Xa]
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6.2. Az invarians algebra amplimorfizmusai

Keressiink az A invarians algebraban olyan ¢ lokélis endomorfizmust, amely kiterjed B egy o
lokélis endomorfizmusava is.
6.2.1 Lemma. Legyen I C Z véges intervallum, A pedig a teljes invaridns algebra. Ekkor A’ N
B(I)=C- 1.
Bizonyitds. Az S; csoport hatdsa bels6 hatas B(I)-n, melyet indukalé [ w=Yi illetve [] V; elemek

i€l i€l

generdljdk az Ss(I) algebrat. Ez az algebra minden indexben ugyanolyan elemeket tartalmaz. A
B(I) teljes My matrixalgebrdk tenzorszorzataban Ss(I)"NB(I) = Ss(I) teljesiil [GHJ], és a csoport
adjungdlt hatdsa miatt Ss3(I)’ N B(I) épp az invaridns A(I) algebra. Ezért A(I)' N B(I) = S3(I).
Ekkor A(I) C A miatt A" C A(I), {gy A NB(I) C AI) NnB(I) = S3(I). AN B(I) tehat S3(I)-
nek az a része, amelyik kommutdl A-val. Nyilvdnvald, hogy az A(TI)-vel valé kommutdlds nem ad
megszoritast a keresett algebrédra; azok az A-beli elemek lesznek érdekesek, melyek egyik indexe
talalhaté csak I-ben. Legyen j € I index Ugy, hogy j + 1 mar nem esik I-be. Ekkor X; ;41 € A,
tehat egy A’ N B(I)-beli elem vele kommutdl. Nyilvanvaléan S3(I) j-nél kisebb indexii részével
X j+1 kommutalni fog. A ¢; = w™Ui és t; = V; csoportgeneratorokkal elvégezve a kommutdciot,
azt kapjuk, hogy c; —l—C? illetve t; +t;c; —|—tjc? a kommutdlé kombindcidk. Az elsé kombindcié —15;,
a mésodik pedig nulla. Ha egy S5(I)-beli elem tehdt kommutdl X ;11-el, akkor ez az elem olyan
kombindciéji, hogy nem tartalmazza a j indexet (azaz kommutdl B;-vel). Ne felejtsiik el, hogy
S3(I) egy eleme minden indexében ugyanolyan alaku kifejezések szorzatabdl dll. Ez azt jelenti,
hogy ha a fentiek szerint X; ;1 1-el kommutél6 elem a j indexet nem tartalmazza, akkor semelyik
i € I indexet sem tartalmazza, azaz kommutdl B(I)-vel. A’ N B(I) tehdt olyan elemekbél 4ll,
melyek B(I)-ben és B(I)'-ben is benne vannak, ezek pedig csak az egység szdmszorosai lehetnek.
|

6.2.2 Allitas. Csak egy nem trivialis lokalis endomorfizmusa létezik az A algebranak tgy, hogy az
B-re kiterjesztve is lokélis endomorfizmus maradjon, és ez a kovetkezo: ¢ : V; — —V; és U; — U,
vagyis Y — =Yk Xy — X5,

Bizonyitas. A kiterjesztett g endomorfizmus a teljes métrixalgebrdk tenzorszorzatédbdl 4116 B(I)-n
a Skolem-Noether tétel (4.1.11) alapjdn belss: 1étezik B € B, hogy ¢(x) = Bx B~! Vx € B esetén.
Amennyiben ¢ = g4 az A-nak automorfizmusa, igy = € A esetén Box B~ € A, ezért a g € S3
csoportelemet hattatva

BaB '=0a,BxzB ") =a,B)zay(B™') =a,B)ray(B)""

azaz [z, B~'ay(B)] = 0 minden z € A-re. Mivel g lokalizdlt, van olyan I intervallum, hogy
B € B(I). Ezért B~ ay(B) € A NB(I). Az el6z8 lemma alapjdn van olyan ¢, € C szdm, hogy
B7lay(B) = ¢y -15. A g+ ¢4 leképzés a csoport egy egydimenziés dbrazoldsa. A trividlis (V)
abrézolas a mi szempontunkbdl érdektelen. A mésik lehetéség a Vi dbrézolas, ekkor a B elem épp
az U generatorok szorzatdval egyezik meg az I intervallumon, és o éppen az &llitdsban szerepld
csoporthatas. l

Ha endomorfizmusokat nem talaltunk a megfigyelhet6 algebraban, célszerli egy tagabb lehe-
toségeket tartalmazoé konstrukciét, amplimorfizmust keresni.
6.2.3 Definicié. A B algebra amplifikdltjénak nevezziik az M, (B) n-szer n-es métrixok terét,
melyek métrixelemei nem szdmok, hanem B elemei. M, (B) egy egységelemes #-algebra, melyen a
szorzast az M,-beli matrixok szorzasaként értelmezziik, matrixelemenként a B algebra szorzasat
végezve. Mp(B)-t B ® M, (C)-vel is jeloljiikk. B amplimorfizmusainak nevezziikk a B — My (B) *-
homomorfizmusokat. Egy v : B — M,,(B) amplimorfizmus belsd, ha valamilyen n-re 1étezik olyan
F m-szer n-es amplifikélt elem M,,, (B)-ben, hogy minden = € B elemre p(r) = F (x ® 1,,) F*
teljesiil, és F* F = 1,. (n < m esetén ilyenkor altaldban F F* = u(1p) # 1,,, az amplimorfizmus
tehdt nem egységérzo.)
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Nyilvdnvald, hogy M, (B) "tagabb” B-nél, hiszen azt B ® 1,, formdban tartalmazza.

Az el6z6 allitas bizonyitasahoz hasonlé gondolatmenet segitségével fontos tulajdonsdgokat
tudhatunk meg a A algebra olyan p amplimorfizmusairdl, melyek kiterjeszthet6k a B algebra
1 lokalis amplimorfizmusaiva. Az amplifikdlds utdn tovabbra is igaz lesz, hogy M, (B(I )) minden
amplimorfizmusa belsé.

6.2.4 Allitas. A fentick szerinti fi : B — M,,(B); z — F (z ® 1,)) F* amplimorfizmust generalé
F € M,,,(B) elem minden sora a matrixelemenként kiilon haté a, Ss csoporthatdsra nézve egy
D-multiplett, azaz ay(F) = F (15 ® D,), ahol Dy € M, a g csoportelem matrixdbrazoldsa.

Bizonyités. = € A esetén ji(x) € M,,(A) teljesiilését koveteljiik meg, ezért az amplifikdlt tereken

Fz®1,)F* =ay4(F(z®1,) F*) = ayg(F) (z ® 1,,) ag(F*)

Ezt balrél F*-al, jobbrdl o, (F')-el szorozva, és felhaszndlva, hogy F* F = 1,, valamint a B-n haté
S3 hatas automorfizmus voltéat

F'F(x®1,)F ay(F) = F a4(F) (x®1,) ag(F*) ag(F) ;
[(z®1,), F*ay(F)| =0 .

A (6.2.1) lemma szerint ez azt jelenti, hogy

F* ag(F) S (B(I)@Mn) N (A(I) ®1n)’ _ (B(I)@Mn) n (A(I)I(X)Mn) _
= (B()NAI)) @ Mp, =130 M, .

Minden g € G elemhez tehdt van olyan D, € M,, matrix, hogy F* ay(F) = 153 ® Dy. Balrdl F-el
szorozva és kihaszndlva, hogy F' F* = [i(1g) invaridns a csoport hatdséra

FF* ay(F)=ayFF*F)=a4F)=F(1p® D,)
A jobb oldalon megjelen6é D, matrixok a csoport egy abrazoldsat adjak, ugyanis az el6bbiek alapjan

F (15 ® Dhg) = ang(F) = an(ag(F)) = an(F (15 ® Dy)) = an(F) (15 @ Dy) =
=F(13® D) (1@ D,) = F (13 ® (Dp Dg))

Az a4(F) = F (1 ® D,) Osszefiiggés pedig pontosan azt jelenti, hogy F minden sora egy D-
multiplett. B

B-re is lokélisan kiterjed6 A-ban lokdlis amplimorfizmusok megtaldlasdhoz tehdt az Sket generdld
F métrixokat kell megtaldlnunk. Ezek métrixelemei B(I)-ben vannak, sorai D-multiplettek, és
rajuk F*F = 1, teljesiil. Az egyik legegyszeribb lehet6ség D helyébe a V, kétdimenzids ir-
reducibilis dbrazolast irni, és F € ngg(l’)’(i,i—i— 1)) elemet keresni. Az F-re vonatkozé elébbi
feltételek felirasa azonban egymasnak ellentmondé egyenleteket eredményez, két elemi intervallu-
mon lokalizélt, Ms(B)-be érkez6 amplimorfizmus tehdt csak a triviélis és a 6.2.2 dllitdsban szerepld
endomorfizmusbdl rakhaté 6ssze. Azonban Vo multiplettekbdl all, és kielégiti az F'* F' = 15 feltételt
a kovetkezd F' matrix:

Pro; Pt o;-r

K3 3
R
o a;-' o; a;-'

Lényegében 1ij A — M3(A), B-re is kiterjedd, két ponton lokalizdlt amplimorfizmust kaptunk tehat

ezen F segitségével  — F (z ® 12) F* alakban felirva.
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