Csordak és arak modellje: ugro részecskék
vonz0 kolcsdnhatassal

Balazs Marton

BME TTK Sztochasztika Tanszék

BME Sztochasztika Szeminarium, 2011. aprilis 21.



Modell

A modell
Kecskék ugralnak R-en.
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v

n kecske ugral R-en (az allapottér R").

Adott x4, Xp, ..., Xn kecskekonfiguracié mellett a
tomegkozéppont m = 1 571 | ;.

Az i. kecske w(x; — m) rataval ugrik, ahol w az ugrasi rata
fuggvény: .

Az ugrasok pozitivak, véletlenek, mindentdl fliggetlenek,
sliriséggel, 1 varhato értékkel.
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Stacionarius eloszlas

Mean field-egyenlet
Exponencialis ugrasok
Extrém eloszlasok
Fourier modszerek

Folyadék limesz
Hol is élink?
Feszesség
A limesz megoldja a mean field egyenletet
Egyértelm(iség

Kérdések
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A modell

Leirhatja
» rajok, csordak mozgasat (mint lattuk),
» verseng0 termékek arait (gyros / falafel),
» részvényarfolyamokat, stb.
A kovetkez6 féle eredményeket talaltuk:
» patkanyverseny modell (

)
» linearis drifttel kdlcsénhat6 diffaziok ( )
» Brown-mozgasok rangfuiggé drifttel (
),
» bolyongok athelyezése ( )
» veéletlenlll valasztott részecskék minimumat figyelve ugro
részecskék (

)

» multiplikativ ugrasok ( ).
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Elsé kérdés: mi lehet a stacionarius eloszlas? Természetesen
az m(t) tomegkodzéppontbdl nézve.

n = 2 részecske: Sztoch. foly. HE. De sosem tekintettem eddig
a cosh™2(z) fuggvényre gy, mint sir(iségre (

).

n = 3 részecske: reménytelennek tinik. A folyamat “nagyon
irreverzibilis”.



Staci.eo.

n = 3 részecske, = 1 ugrasok
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do(X,1)
ot
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Folyadék limesz: egy mean field egyenlet

Legyen n — oo, , €s probaljuk meg
kitalalni a részecskék limesz-s(r(iségére érvényes egyenletet.

slir(iség x-nél

895;[’0 = —w(x-m(t)) - o(x,t)

) stir(iség y-nal
+/ wly —m@®) - ely,t) - elx-y) o dy,
és
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Folyadék limesz: egy mean field egyenlet

Legyen n — oo, , €s probaljuk meg
kitalalni a részecskék limesz-s(r(iségére érvényes egyenletet.

slir(iség x-nél

‘995;[’0 = —w(x—-m(t)) - ox,t)
) siirliség y-nal
+/ wly —m() - oly,t) - wlx-y) o dy,
és 0o
m(t) :/ xo(x,t) dx.

Az egyenletek tudjak, hogy 1 = [ o(x,t) dx és
m(t) = [w(x —m(t))- o(x.t) d.
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Keressiink stacionarius megoldast, a tomegkozéppontbol

nézve.
Otlet: ahogy n — oo, a stacionarius eloszlasban m(t)

stabilizalodik. Tegyuk fel tehat, hogy

és

~+

m(t) =c
o(x,t) = o(x — ct).
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Mean field

Folyadék limesz: egy mean field egyenlet

Keressiink stacionarius megoldast, a tomegkozéppontbol

nézve.
Otlet: ahogy n — oo, a stacionarius eloszlasban m(t)

stabilizalodik. Tegyuk fel tehat, hogy

m(t) = ct és
o(x,t) = o(x —ct).

Ezzel a feltevéssel

e(x) = ()(x)+/x W(y)oy)e(x — y) dy.

o= [y
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X

—cd(x) = ~W(x)o(x) + / W(y)a(y)e(x —y) dy.

—00
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X

—cd(x) = ~W(x)o(x) + / W(y)a(y)e(x —y) dy.

—00

» Ha az ugrasok ~ Exp(1): o(x) = e *, az egyenlet egy
linearis masodrend(i kdzdnséges egyenletbe megy at,
koénnyd.

» Haw(x) =e ™,

o(x) = G (const- x),

1
B
G. az altalanositott Gumbel s(iriség.

B
» Ha w egy (le-)lépcséfiiggveny, o a Laplace s(r(iség.
» Ha w két konstans kozott a 0 korul egy linearis szakasszal
csOkken, ¢ Laplace, k6zépen egy normalis szakasszal.
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X

—cd(x) = ~W(x)o(x) + / W(y)a(y)e(x —y) dy.

—00

» Ha az ugrasok ~ Exp(1): o(x) = e *, az egyenlet egy
linearis masodrend(i kdzdnséges egyenletbe megy at,
koénnyd.

» Haw(x) =e X,

o(X) = G%(const X),

G 1 az altalanositott Gumbel s(r(iség.

> Ha w egy (le-)lépcséfiggvény, ¢ a Laplace sirlség.
» Ha w két konstans kozott a 0 korul egy linearis szakasszal
csOkken, ¢ Laplace, k6zépen egy normalis szakasszal.
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~ o(Xx) = G(const - x), standard Gumbel sirlség.
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Extrém eloszlasok ( )

Ha az ugrasok ~Exp(1): ¢(x) = 7%,
az ugrasi rata is exponencialis: w(x) = e™*,
~ o(Xx) = G(const - x), standard Gumbel sirlség.

Tekintsunk egy X (t) részecskeét. Annak valoszinlisége, hogy t
ést + dt kdzott ugrik kb. e=X®) dt. Es ha ugrik, Exp(1)
eloszlasut ugrik.

Tekintsiink most egyre tobb és tobb fae. Exp(1) valtozo6t. t-kor
legyen bel6luk N(t) = € /c db. Legyen Y (t) a maximumuk.

t ést + dt kozott dN(t) = e dt db (j Exp(1) valtozo probal
rekordot donteni. Tehat annak valoszinlsége, hogy az Y (t)
rekord ugrik

1-(1- e‘Y(t))eCt Tt YO (nagy Y (t)-re).

Es ha ugrik, Exp(1) eloszlastt ugrik. Viszont tudjuk, hogy
Y (t) — ct + log c standard Gumbel eloszlashoz konvergal.
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masodrend( koz.diff. lesz, kbnnyd.
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X

~ed () = ~w()et) + [ w(y)ew)elx —y) .
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> ha az ugrasok ~Exp(1): ¢(x) = e *, az egyenlet
masodrend( koz.diff. lesz, kbnnyd.

» Haw(x) = e exponencialis: vegyiik a Fourier
transzformaltat:

cito(r) = ((,/5(7') — 1) -o(r +1pB).

A rekurzio remélhetéleg megoldhaté az Jm tengelyen, és
az analitikus folytatas ad egy ellendrizend6 tippet o
alakjara.
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Folyadék limesz: egy mean field egyenlet

X

~ed () = ~w()et) + [ w(y)ew)elx —y) .

—00

> ha az ugrasok ~Exp(1): ¢(x) = e *, az egyenlet
masodrend( koz.diff. lesz, kbnnyd.

» Haw(x) = e exponencialis: vegyiik a Fourier
transzformaltat:

cito(r) = ((,/5(7') — 1) -o(r +1pB).

A rekurzio remélhetéleg megoldhaté az Jm tengelyen, és
az analitikus folytatas ad egy ellendrizend6 tippet o
alakjara.
» A modszer mikodik, ha p(x) = e * (
), a remény, hogy egyéb o-kre is miikodhet.



Folyadék limesz

Folyadék limesz

do(x,t)
ot

= —w(x - m() 0.1
# [ wly - m) oy -olx - y) o,

f
(.1t) — (£ 1(0)

= [ tEteco 20~ 100} wix - mis). ) s,

m(s) = (X, u(s))-
EaZz %
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Folyadék limesz

(f, u(t)) — (f, 1(0))
/ ({E[f(x +Z)] = f(x)} w(x —m(s)), pu(s)) ds,
m(s) = (X, u(s)).



Folyadék limesz Terek Feszesség Limesz Egyértelmiiség

Folyadék limesz

(f, u(t)) — (f, 1(0))
/ ({E[f(x +Z)] = f(x)} w(x —m(s)), pu(s)) ds,
m(s) = (X, u(s)).

Az n-részecske empirikus mérték: pn(t) = %Zi”:l Oy, (t)
Ceél:
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Folyadék limesz

(f, p(t)) — (f, 1(0))

/ ({E[f(x +Z)] = f(x)} w(x —m(s)), pu(s)) ds,
m(s) = (x, u(s))-
Az n-részecske empirikus mérték: pn(t) = %Zi”:l Oy, (t)
Cél:
1. {pn(-)}n>1 feszessége valamely meérték-trajektoria térben.

2. Gyenge limeszek a fenti egyenlet egy p(-) megoldasahoz
konvergalnak.

3. Afenti egyenlet megoldasa egyértelmdi.

Feltevések: a w ratafiiggvény korlatos; a ¢ ugras-eloszlas
harmadik momentuma véges.
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Folyadék limesz

(f, p(t)) — (f, 1(0))

/ ({E[f(x +Z)] = f(x)} w(x —m(s)), pu(s)) ds,
m(s) = (x. u(s)) !
Az n-részecske empirikus mérték: pn(t) = %Zi”:l Oy, (t)
Ceél:
1. {pn(-)}n>1 feszessége valamely meérték-trajektoria térben.
2. Gyenge limeszek a fenti egyenlet egy p(-) megoldasahoz
konvergalnak.
3. Afenti egyenlet megoldasa egyértelmdi.
Feltevések: a w ratafiiggvény korlatos; a ¢ ugras-eloszlas
harmadik momentuma véges.
Probléma: korlatos tesztfiiggvények és “csak mértékek” nem
elég!
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Hol is élink?
Valoszinliségi mértékek R-en véges varhatd értékkel: P;.
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tomegkodzéppontot kezelhessik.
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Hol is élink?

Valoszinliségi mértékek R-en véges varhatd értékkel: P;.

Wasserstein metrika P;-n:

di(p, v) = inf / X —y|m(dx, dy).
RxR

m: csatolasi mérték.

Tesztfliggvények:
{f : folytonos;

fl <1} u{ld}.
llyen figgvények integraljainak konvergenciaja kovetkezik a
d.-beli konvergenciabol.
, hogy az
m(s) = (x, u(s))
tomegkodzéppontot kezelhessik.

Cél: a un(t) n-részecske empirikus mértékek konvergencija a
D([0, o), P1) Skohorod térben.
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1. Feszesség

> 1.1épés: (f, un(t)) feszessége D([0, o], R)-ben; f
korlatos, folytonos. ( )
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1. Feszesség

> 1.1épés: (f, un(t)) feszessége D([0, o], R)-ben; f
korlatos, folytonos. ( )
» Kezdeti eloszlasra kellenek korlatok (ezeket feltessziik),
» ugrasokra egyenletes korlatok ( ).
» 2. lépés: Minden limeszpont m.b. folytonos.
» Tovabbi feltételek az ugrasokra ( ).

} C-relativ kompaktsag

Modszer ezekre a korlatokra: szellemkecskék: sup, w(x)
rataval ugranak, és ugyanakkorakat mint halandé megfelel6ik.
Csatolas: a szellemkecske; ugorhat kecske; nélkil, de forditva
nem. ~ A szellemkecskék névekménye dominalja a halandok
ndvekmeényeit.
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1. Feszesség

» 3. 1épés: 1n(t) D([0, oc], P1)-beli C-relativ kompaktsaga.
» Kompaktsag-szer(i feltételek ellenérzése iy(t)-re, n-ben és
t-ben egyenletesen,
» (f, un(t)) C-relativ kompaktsaga D([0, co|, R)-ben az el6z6
oldalrol.
» Perkins tételének altalanositasa (

)

A kompaktsag-szeri feltételekhez megint szellemkecskét
hasznalunk.
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» 3. 1épés: 1n(t) D([0, oc], P1)-beli C-relativ kompaktsaga.
» Kompaktsag-szer(i feltételek ellenérzése iy(t)-re, n-ben és
t-ben egyenletesen,
» (f, un(t)) C-relativ kompaktsaga D([0, co|, R)-ben az el6z6
oldalrol.
» Perkins tételének altalanositasa (

)

A kompaktsag-szeri feltételekhez megint szellemkecskét
hasznalunk.

Perkins eredeti tétele (f, 1, (1)) integralok D([0, oo|, R)-beli
C-relativ kompaktsagabol vezette le a D([0, oc], M)-beli
C-relativ kompaktsagot. A tételt ki kellett terjeszteniink az M
véges mértékekrdl a P, véges els6 momentumi mértékekre.
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2. A limesz megoldja a mean field egyenletet

Legyen
Aui(p) = (f, u(t)) — (F, 1(0))
/ <{E[f X+ 2Z)] —f(x }W (x —m(s)), ,u,(s)> ds

ZWMW—UMW»—ALWMSN&
m(s) = (X, u(s)).

A mean field egyenlet:

At,f (M) =0
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2. A limesz megoldja a mean field egyenletet

» 1. |épés:

P
sup |As s (pn)] —— 0
0<s<t n—o0

valoszinliségben.
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2. A limesz megoldja a mean field egyenletet

» 1. |épés:

P
sup |As¢(un)] —— 0
0<s<t n—o0

val6szinliségben.
> 2.|épés: Ha pin = 1 D([0, oo], P1)-ben, akkor

As,f (Un) = As,f (,u)

R-en.
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2. A limesz megoldja a mean field egyenletet

» 1. |épés:

P
sup |As¢(un)] —— 0
OSSSt n—oo

val6szinliségben.
> 2.1épés: Ha iy = 1 D([0, o], P1)-ben, akkor

As,f (Un) = As,f (,u)

R-en.

1-hez vegyiik észre, hogy As ¢ (1:n) martingal s-ben. £? Doob
egyenl6tlenséggel az £2 norma nullahoz tart ahogy n — oo.
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2. A limesz megoldja a mean field egyenletet

» 1. |épés:

P
sup |As¢(un)] —— 0
0<s<t n—o0

val6szinliségben.
> 2.|épés: Ha pin = 1 D([0, oo], P1)-ben, akkor

As,f (Un) = As,f (,u)

R-en.

1-hez vegyiik észre, hogy As ¢ (1:n) martingal s-ben. £? Doob
egyenl6tlenséggel az £2 norma nullahoz tart ahogy n — oo.

2-hoz a D([0, o], Py )-beli konvergencia a d; Wasserstein
metrikaval pont megfeleld a teszfiiggvényeinkhez (

).
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3. A mean field egyenlet egyértelmiisége

» 1. lépés: tekintsik a
dH(M? V) L= Slf'lp’<f7 M> - <f7 V>’

tavolsagot; sup a tesztfliggvényeinken van.
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3. A mean field egyenlet egyértelmiisége

» 1. lépés: tekintsik a
dH(M? V) L= Slf'lp’<f7 M> - <f7 V>’

tavolsagot; sup a tesztfliggvényeinken van.
» 2. |épés: A mean field egyenlet p(t) és v(t) megoldasanak:

(f, u(t)) = (f, u(0))
/ ({E[f(x +Z)] — f(x)} w(x — m(s)), p(s)) ds

tavolsdgaban az integralok kilonbsége dy (u(s), v(s))-el
becsulhet6.
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3. A mean field egyenlet egyértelmiisége

» 1. lépés: tekintsik a
dH(M? V) L= Slf'lp’<f7 M> - <f7 V>’

tavolsagot; sup a tesztfliggvényeinken van.
» 2. |épés: A mean field egyenlet p(t) és v(t) megoldasanak:

(f, u(t)) = (f, u(0))
/ ({E[f(x +Z)] — f(x)} w(x — m(s)), p(s)) ds

tavolsagaban az integralok kildnbsége dy ((s), v(s))-el
becsilheto.

s Ay (u(t), (1)) < du((0), #(0)) +¢ fy dyi((s), (s)) ds,
johet Gronwall egyenlétlensége.
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Y
Var(ma(t)) ~ :Ta

Miklos végzett (kis) szimulaciokat. Ugy tiinik, hogy:
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» A tdmegkozéppont szorasnégyzetének skalazasa:
Y
Var(ma(t)) ~ :Ta

Miklos végzett (kis) szimulaciokat. Ugy tiinik, hogy:
»

v~ ax~l
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Kérdések
» A tdmegkozéppont szorasnégyzetének skalazasa:
Y
Var(ma(t)) ~ :Ta

Miklos végzett (kis) szimulaciokat. Ugy tiinik, hogy:
»
v~ ax~l

y~1, 1/2<a<1.
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Y
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»
v~ ax~l
>
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>

y~1,1/2<a<l
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Y
Var(ma(t)) ~ :Ta
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»
v~ ax~l
>
y~1,1/2<a <1
>
y~1,1/2<a<l
» Hatareloszlastételek altalaban?
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Y
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Miklos végzett (kis) szimulaciokat. Ugy tiinik, hogy:
>
v~ ax~l
>
y~1,1/2<a <1
>
y~1,1/2<a<l
» Hatareloszlastételek altalaban?
» Tényleg nem tudjuk felirni harom kecske stacionarius
eloszlasat?



Kérdések

Kérdések
» A tdmegkozéppont szorasnégyzetének skalazasa:
Y
Var(ma(t)) ~ :Ta

Miklos végzett (kis) szimulaciokat. Ugy tiinik, hogy:
>
v~ ax~l
>
y~1,1/2<a<1.
>
y~1,1/2<a<l
» Hatareloszlastételek altalaban?
» Tényleg nem tudjuk felirni harom kecske stacionarius
eloszlasat?
» Fluid limesz altalanos ratafliggvényekre / ugras
eloszlasokra?



Kérdések

Kérdések
» A tdmegkozéppont szorasnégyzetének skalazasa:
Y
Var(ma(t)) ~ :Ta

Miklos végzett (kis) szimulaciokat. Ugy tiinik, hogy:
>
v~ ax~l
>
y~1,1/2<a<1.
>
y~1,1/2<a<l
» Hatareloszlastételek altalaban?
» Tényleg nem tudjuk felirni harom kecske stacionarius
eloszlasat?
» Fluid limesz altalanos ratafliggvényekre / ugras
eloszlasokra?

K8sz6nodm a figyelmet.
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