Matematika A2

3. feladatsor

Fiiggvénysorok, hatvanysorok

A Taylor-sorok konvergenciaja, Taylor tétele

1. Adjuk meg a fiiggvények Taylor-sorat az « = 0 helyen! (11.9: 7, 11, 13, 17)

)
(c) cos?x  (Utmutatas: cos® x = (1 + cos 2z)/2)
)

2. Milyen pontos a sinz = x kozeltés az |x| < 1072 egyenl6tlenségnek eleget tevs z-ek esetén? Mely
x értékekre lesz @ < sinz? (11.9: 21)

3. Kicsiny z-ekre gyakran hasznaljuk az e® = 1 + z + (2%/2) kozelitést. A maradéktagra vonatkozo
tétel segitségével becsiiljiik meg a hiba nagysagat, amennyiben |z| < 0.1! (11.9: 23)

4. Milyen pozitiv z-ek esetén kozelithets In(1 4+ ) z-szel, ha azt akarjuk, hogy a hiba az x szam 1
szazalékanal ne legyen nagyobb? (11.9: 27)

5. A sinz Taylor-sora és az alternéld sorok kozelité Osszegére vonatkozo tétel alapjan igazoljuk, hogy

x sinx
1—-—<

<1
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,ha 0 < |z| < 1. (11.9: 29a)

Maclaurin-sorok

Emlékeztetlink arra, hogy a Maclaurin-sorok az x = 0 helyen vett Taylor-sorok.

6. Megadtuk két f(z) fiiggvény Maclaurin-sorat valamely pontokban. Mely fliggvényekrsl és mely
pontokrol van sz6? Mi a sorok sszege? (11.9: 31, 33)
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7. Szorozzuk Ossze az e® és coszx fiiggvények Maclaurin-sorat és adjuk meg az e” cosx fliggvény
Maclaurin-soranak elsé 6t nemnulla tagjat! (11.9: 36)

Az Euler-formula

8. Az e = cosx + isinz Osszefiiggés alapjan irjuk fel az alabbi e-hatvanyokat a + ib alakban. (a)
e (b) /4, (c) e7""/2. (11.9: 49)
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. Az e® és a sinx fiiggvény Taylor-soranak Osszeszozéasaval adjuk meg az e®sinx fiiggvény Taylor

sorat az otodfoku tagig! Ellendrizziik a megoldésunkat annak alapjéan, hogy a széban forgo sor az

St — 6(1+z)x

fliggvény Taylor -soranak a képzetes része! Mely x-ek esetén konvergens az e® sin x fiiggvény Taylor-
sora? (11.9: 53)

Az Buler-formula segitségével mutassa meg, hogy minden valos z-re cosz = “—t— és sinz =
eimiefiz
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Hatvanysorok alkalmazasa

A kétszer differencialhato f(x) fliggvény © = a-beli méasodrendi Taylor-polinomjat az f fliggvény
x = a helyen vett kvadratikus kozelitésének nevezziik. Az alabb megadot fliggvényeknek adjuk
meg a (i) linearizaciojat, és (ii) kvadratikus kozelitését és a hozzajuk tartozo hibatagot! (11.8: 33,
35)

(a) f(x)=1In(cosx)
(b) flx) =1/V1—a?

Helyettesitsen —z-et a helyébe az In(1 + x) 0 koriili Taylor-soraba, hogy megkapja az In(1 — x)
sorat! Ezutan vonja ezt ki In(1+x) sorabol, és igy igazolja, hogy |z| < 1 esetén az arthz = tanh ™'z
fliggvény Taylor-sora

1+ x> 2P
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tanh ™'z = 3 In

Irjuk fel a megadott fiiggvények binomialis soranak elsé négy tagjat! (11.10: 3, 7, 9, 13)
(a) 1—a)"'/?

(b) (1 +42®)~1/?

(c) (1+ )M

(d) (1-22)°

Sorok segitségével szamitsuk ki a hatarértékeket! (11.10: 47, 51, 55)
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Sorok segitségével adjunk 1073 pontossigii becslést az aldbbi hatérozott integralokra! (11.10: 33,
37, 39)

Belathato, hogy az alabbi hatvanysor a tanx = tgx fliggvényt allitja el6 —7/2 < © < /2 esetén:

tanx:x+1m3—|—£x5+£x7+-~- .
3 15 315
(a) Enek alapjan irja fel az In(sec z) fliggvény Taylor-soranak els6 négy tagjat (secx = 1/ cosx)!
(Utmutatas: integraljon.) Milyen z-ekre konvergens a sor?
(b) Keresse meg a sec? 2 = 1/ cos?  fiiggvény sordnak elsé harom tagjat! (Utmutatas: differenci-
aljon.) Milyen z-ekre konvergens a sor?



Fourier-sorok

17. Irjuk fel a megadott 27 szerint periodikus fiiggvények Fourier-sorat! Véazoljuk a fiiggvények grafi-
konjat is! (11.11: 3, 5, 7, 11.gyf: 108)
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(b) f(x)=¢€", 0<z<2rm

) = cosz, 0<z<m,
1 0, T<ax<2r
(d) f(z)=|sinz|, 0<z<2r

18. Mutassa meg, hogy a konnyen igazolhato
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azonossagok Fourier-sorként is interpretalhatoak!



