Matematika A4
Feladatok a Tematika 10. pontjahoz

Szabados Tamds kurzusa / Baldzs Marton gyakorlata

Folytonos valdsziniiségi valtozdk transzformacioi

y = a + bz egy linedris transzformdcié. Ha Y = a + bX és X slirliségfiiggvénye f(x), eloszldsfiiggvénye
F(z), Y stiriségfiiggvénye g(y), eloszlasfiiggvénye G(Y'), akkor:

B F(I):Fu) hab>0
G(y)—{ 1_F(x):1_%(y;;) ha b <0 }
5
9(y) = o]

Altaldnos eset: legyen Y = t(X). Ha t fiiggvény monoton névekvé, és t—1 folytonosan differencialhatd,

akkor

G(y) = F(t7(y))
9y) = FE W) [ w)]

Es az 4ltaldnos képlet, ha t monoton név6 és monoton csokkend darabokbdl &ll:

9w) =) +92(y)+ -+ 9i(y)

ahol g;(y) a t fuggvény j. darabjabdl adédé stirtiségfiggvény.

Es egy fontos dolog: ha X tetszbleges valdszintiségi valtozd, F(x) az eloszldsfiggvénye, akkor
F~Y(RND) értéke X-szel megegyezé eloszldsi. Ezt felhasznédlva generdlhatunk tetszéleges eloszldsi
valészintiségi valtozot!

Feladatok:

1.

Vegyiik azt az X folytonos eloszldst, amelynek a stirliségfiiggvénye f(z) = 2z ha z € [0, 1], egyébként
0.

(a) Mi lesz az Y = 3 4 5X valdszinliségi véltozd slirliségfiggvénye? Hogyan véltozott a varhaté
érték?

. Van egy 25 6ra varhato értékii exponencidlis eloszlés szerint kiégd égénk. A baratommal a kovetkez6

jatékot jatszuk: fizetek neki 252 = 625 forintot, és ha kiég az ég6, akkor 6 kifizeti nekem az ég6
orakban mért élettartalmanak négyzetét. Kinek elonyos a jaték? Szdmoljuk ki a baratom &ltal
fizetett pénz eloszlasét!

. Legyen X valdszintiségi valtozo egyenletes eloszldst a [0, 1] intervallumon. Hatdrozzuk meg /2 22,

V2 271 272 eloszldsat.

. Egy villanykorte-gyar A paraméterii exponencidlis eloszlas szerint kiégé villanykortét gyart. A kon-

kurens cég is tud A paraméterii exponencialis szerint kiégét gydartani, ezért hosszia kutatds utan
bevezetnek egy 1j eljarast, amely segitségével meghdromszoroztdk az izzék élettartalmat. Milyen
lett igy az 0j izzok élettartalméanak eloszldasa? Hogyan tudnank ilyen eloszlast gyartani a mar meglévé
eloszlasbol?

. Legyen X 2 paraméterti exponencidlis eloszldst valoszintiségi valtozé. Mi lesz X* eloszlasa? Mi lesz

az 1j varhaté érték?

. Legyen X egyenletes eloszldst az [5, 8] intervallumon.

(a) Szdmoljuk ki |X — 6] eloszlasfliggvényét és slirtiségliiggvényét!

(b) Szémoljuk ki X? eloszlasfiiggvényét és siirliségfiiggvényét!

. Legyen X egy 1 paraméterii exponencidlis eloszlasi valdszintiségi valtozé. Hatdrozzuk meg Y =

In(X) sliriségfiiggvényét.

. Hatdrozzuk meg R = Asin(0) eloszlasédt, ahol A egy rogzitett konstans, és © egyenletes eloszldst

(—m/2, w/2)-n. (Az ilyen valdszindségi vdltozdk ballisztikdndl jonnek eld: a v sebességgel o szogben
kilott lovedék R = % -sin(2«) tdvolsdgban ér foldet.)



9. Legyen X egyenletes eloszlasu az (a, () intervallumon. Mi lesz Z = aX + b eloszldsa?

10. Legyen X normalis eloszlasi p varhato értékkel és o szérassal. Mi lesz Z := aX + b eloszlasa?
(Tipp: hatdrozzuk meg és csoddlkozzunk rd Z nevezetes siirliségfliggvényére.)

11. Legyen X normaélis eloszldst pu varhaté értékkel és o szérassal. Hatdrozzuk meg Y = eX sfirtiség-

fiiggvényét. (Y eloszldsdt lognormdlisnak nevezik.) Mutassuk meg, lehetSleg szdmolds nélkiil, hogy
CY“ eloszldsa szintén lognormélis ¢/ = ap + log C és 0’ = a?0? paraméterekkel. (Tipp: tudjuk,
hogy Y = eX, ahol X normalis. frjuk fel CY -t eZ alakban, taldljuk meg a kapcsolatot X és Z
kozott, és hasznéljuk az eléz6 feladat eredményét.)

Egyéb transzformaciok

1. A (0,0), (1,0), (1,1) csticst hdromszogen vett egyenletes eloszlds esetén hatdrozzuk meg Z = Y/X
eloszlasat!

2. A (0,1), (1,0), (1,1) csicsu haromszogen vett egyenletes eloszlas esetén hatdrozzuk meg Z = Y/X
eloszlasat!

3. Legyen (X,Y) eloszlds egyenletes az egységnégyzeten. Szémoljuk ki kiilon-kiilon U = XY és V =
Y/ X eloszlasfliiggvényét és siirliségfiiggvényét!

4. Vegyiink egy két dimenziés (X,Y) eloszlast, amelynek sfirtiségfiiggvénye f(x,y) =4dzyha 0 < x < 1
és 0 < y < 1, egyébként 0. Szadmoljuk ki kiilén-kiilon U = XY és V = Y/X eloszlasfiiggvényét és
slirtiségfiiggvényét!

5. Vegyiink az egységkorlapon egyenletes eloszlast. Vetitsiik a kapott pontokat az x-tengelyre. Ad-
juk meg a levetitett pontok eloszldsét! (Vigyézat! Ez nem az ArcSin-eloszlds lesz, mivel itt az
egységkorlapon vettiik az eloszldst, nem az egységkoron.)

6. Legyenek X ésY fliggetlen exponencidlis eloszlast valtozok A és p paraméterekkel. Hatarozzuk meg
V =Y/X eloszlasat, és szamitsuk ki a P{X < Y} valdsziniiséget.

7. (X,Y) kétdimenzids eloszlés stirliségfliiggvénye legyen a kovetkezd:

Y ha0<zx<4é0<y<4
_ 64 = = >y >
f (x’w_{ 0 egyébként

—
(=
Ny

Adjuk meg X eloszlasat!
Tudjuk, hogy X = 3, adjuk meg Y eloszlasat!

Oldjuk meg az el6z6 feladatot gy, hogy 3 helyére egy valtozot frunk, azaz: tudjuk, hogy X = =z,
ahol 0 < z < 4, adjuk meg Y eloszlasat!

(d) Milesz X +Y eloszldsa?
(e) Milesz X - Y eloszldsa?

—
o o

8. Legyen X A rdtdju exponencialis valésziniiségi véltozé. Hatarozzuk mega P{| X | =n, X—|X| <z}
valdsziniiségeket, ahol |a] az a alsé egészrészét jeloli, vagyis azt a legnagyobb egész szdmot, mely
nem haladja meg a-t. Igaz-e, hogy | X | és X — | X | fuggetlenek?

9. Legyenek X3, Xo, ..., X,, fliggetlen, (0, 1)-en azonos eloszlasu valésziniiségi valtozdk. Hatdrozzuk
meg kiilon-kiilon U : = max(X;, Xa, ..., X,) illetve V : = min(X;, Xs, ..., X,,) eloszldsdt, majd
varhato értékét.

10. Legyenek X3, X, ..., X,, fiiggetlenek, ahol X; exponencidlis();) eloszldsu valésziniiségi véltozo.
Hatdrozzuk meg U : = min(X;, Xo, ..., X,,) eloszldsét.
Konvolicié

Ha X és Y diszkrét valoszinliségi valtozok, akkor Z = X + Y eloszlasat konnyedén ki tudjuk szamolni.

PX+Y =10 = i P(X=kNnY =1-k)

k=—o0



Ha fiiggetlenek is, akkor

P(X+Y =1I)= i P(X =k)P(Y =1—k)

k=—oc0

Példéul ha X, Y két szabalyos dobdkockéaval dobott értéket jelol, akkor a képlet szerint:

Ugyanilyen logikaval szamoltunk a félév elején.
Folytonos esetben is hasonlé képletet kapunk. Ha X és Y fiiggetlenek, tovdbbd X siirliségfiiggvénye f(z),
Y slirtiségfiiggvénye g(y), és Z = X + Y slirliségfiiggvényét h(z)-vel jelolve:

h(z) = / £z — )aly)dy = / f(@)g(z — )z

Feladatok:

1.

10.

11.

12.

A szdmolégépemmel generdlok két véletlen szdmot [0, 1]-en, és dsszeadom Sket. frjuk fel az Gsszeg
eloszlasanak stliriségfiiggvényét!

Szamoljuk ki egy [0,2]-n és egy [0, 3]-an egyenletes eloszlasi valdszinliségi valtozék Osszegének
slirtiségfiggvényét.

Szamitsuk ki két darab fiiggetlen 1 paraméter(i Poisson eloszlas Gsszegének eloszlasat!

A binomidlis eloszlds értelmezése alapjan mutassuk meg, hogy egy binomiélis(n, p) és egy téle fiigget-
len binomidlis(m, p) valésziniiségi valtozé dsszege szintén binomidlis, n + m és p paraméterekkel.

Szamoljuk ki egy A1 és egy Ao paraméterii exponencidlis eloszlds konvolicigjat! (Ha A; = Ao = A,
akkor ezt nevezzitk GAM (), 2) eloszldsnak.)

Szamoljuk ki egy A1 és egy Ao paraméteri exponencidlis eloszlds kiilonbségének eloszlasat! (A
szamolasnal kiilonboztessitk meg, ha A1 és Ay kiilonbozéek, illetve megegyeznek.

Hatéarozzuk meg két standard normaélis eloszlds konvolicidjat!

Viélasszunk 4 db pontot a [0, 1]-en egymédstdl fiiggetleniil. A mdsodik legnagyobb pont helyét jeloljitk
X-szel. Mi lesz X eloszlasfiiggvénye és stirtiségfiiggvénye? Es X3-é?

. Szamoljuk ki 3 db A\ paraméterli exponencialis eloszlas konvolicidjat! Utmutatds: Kettére mar

kiszamoltuk, konvolvéljunk az eredményhez még egy A paraméterii exponencidlis eloszlast.

* Szamoljuk ki n db A paraméter(i exponencidlis eloszlds Osszegének eloszldsfiiggvényét és slirliség-
fiiggvényét! (Haszndljunk indukciét!)

X ésY egymdstdl fliggetlen valdszintiségi valtozdk, melyek egyenletes eloszldsiak az [1,5] interval-
lumon. Vezessiik le X — Y slirliségfiiggvényének a képletét!

Szamoljuk ki X — Y siirtiségfiiggvényét, ha

(a) X ésY egymastdl fiiggetlen 2 paraméter(i exponencidlis eloszlds.

(b) X X paraméterti, Y p paraméter(i exponencidlis eloszlasu valdsziniiségi véltozok.



