Matematika A4
Feladatok a Tematika 9. és 11. pontjahoz

Szabados Tamds kurzusa / Baldzs Marton gyakorlata

Feltételes varhato6 érték

Adott két valészintiségi valtozo, X és Y. Az X-nek Y = y feltételre vett feltételes varhaté értéke
in ‘P{X =x;|Y =y}, ha X diszkrét,
i

EX|Y =y)=q ¥
/ z- f(z|Y =vy)du, ha X folytonos.

— 00
Mint ahogy a feltételes valészintliség egy szabdlyos valésziniiség (tudja az axiémdkat), a feltételes varhatd
érték is egy szabalyos varhaté érték, tehat minden tulajdonsdg, ami a varhato értékre igaz volt, a feltételes
varhat6 értékre is igaz lesz (pl. linearitds). A feltételes silyfiiggvény illetve siirliségfiiggvény definicigja
alapjan kénnyen ellenOrizhetd, hogy a diszkrét illetve folytonos esetben

ZE(X|Y:yj)-]P’{Y=yj}=in-P{X:xi|Y=yj}-P{Y:yj}:in-P{szi,Y:yj}

| | _E(X),
illetve
/E<X|Y:y>-g<y>dy://x'ﬂxw:y)-g(y)dxdy://x-h@,y)dxdy:E(X).

Ezt elegdnsabban és rovidebben tdgy is irhatjuk, hogy E[E(X |Y)] = E(X), amit toronyszabdlynak ne-
veziink. Itt E(X |Y) az Y fiiggvénye, és ezért maga is egy valészin(iségi valtozé. Y-t6l ugyanugy fiigg,
mint ahogy E(X |Y = y) fiigg y-tl.

1. X ésY kozos stirtiségfiggvénye
1
h(z, y) = — - e~ WFz/v), haz >0, y > 0.
Yy

(a) Mutassuk meg, hogy Y peremeloszldsa exponencialis(1).

(b) Mutassuk meg, hogy az (X | Y = y) eloszlds, azaz X feltételes eloszldsa az Y = y feltétel mellett
exponenciélis(1/y).

(¢) Hasznéljuk az el6bbi két pontot E(X) és E(Y') meghatarozdsira. Bétrabbak ellenérizhetik, hogy
Cov(X, Y) =1, miutdn beldttdk a fentiekhez hasonléan, hogy E(X - Y |Y) =Y -E(X |Y), és
E(X Y)=EEX Y |Y)=EY -EX|Y)].

2. Egy banyasz a banya egy termében rekedt. A terembdl harom ajté nyilik: az elsé ajté 3 oranyi
at végén a szabadba vezet. A maéasodik ajté egy alagutba nyilik, mely 5 6ranyi séta utan visszave-
zet ugyanebbe a terembe. A harmadik ajté szintén egy alagitba nyilik, mely 7 6ranyi séta utan
vezet vissza ugyanebbe a terembe. A bdnyasz minden alkalommal amikor ebbe a terembe ér, e
harom ajté koziil valaszt egyet egyenld valdszintiséggel, az el6z6 valasztasoktol fiiggetleniil. Legyen
X a szabadba kijutashoz sziikséges id6, Y pedig a legels6 alkalommal kivalasztott ajtd sorszama.
Erveljiink amellett, hogy E(X |Y =1) =3, E(X |Y =2) =5+ E(X), & E(X |Y = 3) = 7+ E(X).
Alkalmazzunk egy toronyszabdlyt ezen feltételes varhaté értékekkel, és igy mutassuk meg, hogy
E(X) = 15.

3. Legyenek Xi, X, ..., X, fliggetlen és azonos eloszlasi valészintiségi valtozok. Hatdrozzuk meg
EXi | X1+ Xo+--+ X, =1)
értékét. Segitség: tudjuk, hogy E(X; + Xo 4+ -+ + X, | X5 + Xo + -+ - + X,, = 2) mivel egyenld,

ezutan mar csak a feltételes varhaté érték additivitdsat kell haszndlnunk, és azt, hogy a valtozdk
azonos eloszlasiak.



Kétdimenzios normalis eloszlas

A kétdimenziés normalis eloszléds siliriiségfiiggvénye

h(w, y) = m . exp{_2(1 i 3 [($(—Tx,ux)2 n (%)2 ~ 2 (x—ﬂjj((jz_ﬂy)}}'

2
x

Az ilyen siirliségfiggvényt koveté (X, Y) pdr esetén X peremeloszldsa N (piy, o
N (y, 05), és a ketté korreldcidja o.

), Y peremeloszlisa

1. Mutassuk meg, hogy ha (X, Y') eloszldsa kétdimenziés normélis, akkor

(a) X feltételes eloszldsa az Y = y feltétel mellett normadlis, u, + gg—z(y — ly) varhaté értékkel, és
02(1 — 0?) szérasnégyzettel. (Ez egy kicsit szamolds, de egy iigyes valtozdcsere sokat segit.)

(b) X ésY korrelacidja p.

(c) X ésY fuggetlen akkor és csak akkor, ha o = 0.

2. Ime hogyan lehet egy altaldnos kétdimenziés normalis eloszlast fiiggetlen normalisak Osszegére bon-
tani. Rogzitsiink o, oy > 0, pg, py € R, és —1 < p < 1 paramétereket. Legyen Y egy normélis
eloszlasi valészintiségi valtozo p, varhaté értékkel és oy, szérassal. Legyen Z egy masik, Y-tdl fiigget-
len normilis valésziniségi valtozo, iz — o+ iy - 2= vdrhaté értékkel és (1 — 0?) - 02 szérasnégyzettel.

Definidljuk az X : = ¢-2=-Y 4 Z valtozét. Mutassuk meg, hogy az (X, Y) par eloszlasa kétdimenziés

Y

normaélis, a megfelel6 i, és p, varhato értékekkel, o, és o, szérasokkal, és o korrelacioval.

3. Legyen X standard normaélis eloszldst, és I X-tél fiiggetlen, P{I = 1} = P{I = 0} = 1/2 eloszldssal.
Definialjuk a koévetkezd valdszintiségi valtozot:

X ,ha I =1,
Y =
—X ,hal=0.

Azaz: Y (X-t6l fuggetlen) egyenld eséllyel lesz X vagy —X.

(a) Fiiggetlen-e X és Y?
(b) Fliggetlen-e I és Y?
)
)

(c
(d) Mutassuk meg, hogy Cov(X,Y) =0.

Mutassuk meg, hogy Y standard normalis eloszlasu.

4. Legyenek X és Y fiiggetlen standard normaélis valészintiségi valtozdk, és U := (X +Y)/V2, V : =
(X —Y)/v/2. Mutassuk meg, hogy U és V szintén fiiggetlen standard normélis valtozok.

Altaldanos regresszid

Adott az (X, Y) kétdimenzids valdsziniiségi valtozd az egyiittes eloszldsdval (példaul folytonos esetben
sliriségfiiggvényével). X-et megfigyelve Y-t szeretnénk kozeliteni egy k(X) alaki tippel§ fliggvénnyel.
A kozelités azt jelenti, hogy az elkovetett (Y — k(X))? négyzetes hiba atlagat szeretnénk minimalizélni.
Pontosabban azt a k fiiggvényt keressiik, amire E(Y — k(X))? minim4lis. Az éran tanult tétel kimondja,
hogy ebben az esetben a megoldds a feltételes varhaté érték: k(z) = E(Y | X = z). Ha pedig az elkovetett
abszolit hiba 4tlagét, azaz E(|Y — k(X)|)-et szeretnént minimalizdlni, akkor a lehetd legjobb tippelés
az Y feltételes medidnja. Azaz ebben az esetben az Fyx(y|X = 2) = [Y__g(v|X = z)dv feltételes
eloszlasfiiggvényt kell 1/2-del egyenlévé tenni, és beldle y-t, mint x fliggvényét kifejezni.

1. A Duna holnaputéni budapesti vizéllasat akajuk becsiilni a mai bécsi vizallasbdl. Bar a két vizallds
kozt szoros kapcsolat van, azért pontosan nem lehet megmondani a vizallast, mindkettot egy-egy
valdszintiségi valtozd irja le. Tegyiik fel, hogy mindkét vizallast egy 0 és 1 kozti szammal tudjuk
jellemezni, melynek legyen az egytittes siirliségfiiggvénye h(zx, y) = g (r+(y—-12),ha0<z<1
és0<y<1.

(a) Hatdrozzuk meg a budapesti vizéllds eloszldsat a bécsi ismeretében, azaz a feltételes stirtiség-
fliggvényt.

(b) Mi annak a valészintisége, hogy Budapesten alacsonynak nevezhetd (azaz 0 és 1/2 kozé esik) a
vizallds, ha Bécsben x volt? (Mennyi ez 2z = 1/3-ra?)



(¢) Ha mdr ismerjik a bécsi vizalldst, mire tippeliink a budapestire, ha a lehetd legkisebb dtlagos
négyzetes hibat akarjuk elkdvetni?

(d) Es ha az atlagos abszolit hibat akarjuk minimalizalni?

2. X =RNDI1, Y = RNDI1 - RND2 eloszlas esetén lattuk, hogy az egytittes siirliségfiiggvény h(z, y) =
1/2, ha a0 < y < z < 1 hdromszogon vagyunk. Mi a regresszids gorbe, ha az abszolit hibat, illetve
ha a négyzetes hibat szeretnénk minimalizalni?

3. Az egységkoron vélasztunk egyenletes eloszlas szerint egy (X, Y) pontot. Az X koordindta isme-
retében hogyan kozelitenénk |Y|-t, feltéve, hogy a hiba abszolitértéknégyzetét szeretnénk minima-
lizalni?

4. Tobbpartrendszer esetén az egyes partokra leadott szavazatok szazalékos aranya valészintiségi val-
tozd. A Zoldek az Osszes szavazatok X, a Demokratdk az Osszes szavazatok Y hanyadat kapjak,
egylittes eloszlasuk a h(z, y) = 24zy, ha 0 < z, 0 < y, = +y < 1 slirliségfliggvényt koveti. Ha a
Demokraték az osszes szavazatok 40%-at kaptdk, mire tippeliink, mennyit kaptak a Zoldek?

5. Legyen (X, Y') egyenletes eloszldsti a (0, 0), (1, 0), (0, 2) pontok altal meghatdrozott haromszogon.
Szamitsuk ki Y-nak X-re vonatkozo regresszios fiiggvényét.

6. Magyarorszagon a 18 év feletti férfiak testmagassdgédnak atlagos értéke 178 cm, szérdsa 10 cm.
Néknél ugyanezek az adatok 166 cm és 8cm. Focimeccseken a drukkerek 10%-a né, a tobbiek férfiak.
Mindkét nem testmagassagaganak eloszlasat normaélisnak véve:

(a) Mi annak a valdszintisége, hogy egy 170 cm-nél alacsonyabb szurkolé né?

(b) Adjuk meg x fliggvényében annak a valdsziniliségét, hogy egy x cm magas drukker férfi.

(c¢) Hogyan tippeljiink a szurkoldk testmagassidgabdl a nemiikre, ha a célunk az, hogy a lehetd
legnagyobb valésziniiséggel helyesen tippeljiink?

Linearis regresszi6

A gyakorlatban gyakran nem tudjuk az egyiittes slirliségfliggvényt meghatarozni. Ilyenkor kénnyebb lehet
a varhato értéket, a szdérdst, a kovarianciat kiszamolni. Ezek segitségével mar meg tudjuk mondani, hogy
melyik az a linearis fliggvény, amivel tippelve a hiba négyzetének varhaté értéke a legkisebb.

Cov(X,Y)
CE(y) =22 1) ).
v-E) = ST o g
Ez egy kicsit masképp:
y— E(Y) z —E(X)
Y- _ yx,y) L2
D(Y) o(X, Y) D(X)
ahol o(X,Y) = Cov(X.¥) 47 X és Y korreldcids egyiitthatéja. Ha o(X, Y) = %1, akkor a két valdszin(iségi

= D)D)
valtozo kozt linedris fliggés van. Ha o(X, Y) = 0, akkor a véaltozok korreldlatlanok (ami nem szitkségkép-
pen jelenti azt, hogy fliggetlenek volndnak).

1. Egy kétdimenzids valészintiségi valtozo stirfiségfiiggvénye ¢y (0 < x < 2, # < y < 2z). Milyen k(y)
fiiggvénnyel érdemes a masodik koordinatabdl az elsot tippelni, ha az a célunk, hogy a tipelésnél
elkovetett hiba négyzetének atlagos értéke a sok kisérlet esetén minél kisebb legyen,

(a) ha feltessziik, hogy k(y) linedris,
(b) ha k(y) tetszOleges valds lehet?

2. X és Y egyiittes siirfiségfiiggvénye h(z, y) = 60zy?, ha 0 < 2z <1, 0 < y < 1 — 2. Hatédrozzuk
meg a kovarianciajukat. Tegyiik fel, hogy a masodik koordinatat tudjuk megfigyelni és az elst ezen
megfigyelt adattol fliggben becsiiljik az x = %(1 —y) képlet alapjan. Van-e ennél jobb mddszer, ha
a négyzetes eltérés hibdjat akarjuk minimalizalni?

3. Statisztikai adatok alapjan annak a valdszinlisége, hogy ikersziiletéskor mindkét gyerek fia, 0.32,
annak a valoszinlisége, hogy mindkét gyermek lany, 0.28. Annak a valdsziniisége, hogy az elsé iker
fia és a masodik lany ugyanannyi, mint forditva. Jelolje X illetve Y az elso, illetve a maésodik
gyerek nemét, legyen a felvett értékiik fia esetén 1, lany esetén 0. Szamitsuk ki X és Y korrelacios
egyiitthatojat. Hogyan tippelnénk Y ismeretében X-re linedris fiiggvénnyel, ha a tippelés atlagos
négyzetes hibajat akarjuk minimalizalni?



