R ——

mozgas konstrukcio

Gabor Attila
erein Andrds

Brown

ncze Attila



Brown-mozgas definicio

1.B(t) figgetlen novekmeényt:
S <Ly <t e
B(t;) — B(s;) fuggetlenek
2. B(t)—B(s) ~N(0,t —s)
3. 1valoszintiséggel folytonos
4. B(0) =0



Konstrukcié — a lényeg
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FUuggetlen novekmeények

Lemma:
X(s) és X(t) valészintiségi valtozok ugyanazon a
valoszinliségi mezon
X(t)-X(s) ~ N(O, t-s), akkor:
létezik x (2
eezu:X( - )

o L +S IS
amire: x( 2) X (S)=X (1) - x( 2)
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FUuggetlen novekmeények
Lemma:

X(s) és X(t) valészintiségi valtozok ugyanazon a
valoszinliségi mezon

X(t)-X(s) ~ N(O, t-s), akkor:

létezik x (t ; 5)

t+S 4 E+S

amire: \x (2) —X (s)} i( ()= X (2)
I I

N(0,——) N(O,——) és fiiggetlenek

)




“Lemma bizonyitasa

Legyen: U:=X(t)-X(s) és toéle figgetlen V~N(O,t-s)

Legyen X(t;rs) ugy, hogy:
A g S



“Lemma bizonyitasa

Legyen: U:=X(t)-X(s) és toéle figgetlen V~N(O,t-s)

Legyen X(t;rs) ugy, hogy:
A g S ore?

- B

N (O, t;—s) i



“Lemma bizonyitasa
Legyen: U:=X(t)-X(s) és toéle figgetlen V~N(O,t-s)

Legyen X(t;rs) ugy, hogy:
AL g 2 rrat?

- B

N(O,t;—s) i
Fuggetlenek, ha a kovariancia elttnik:

cov(U+V,U-V)=cov(U,U)-cov(V,V)+cov(U,V)-cov(V,U)=0
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Az osztoponton:
t+sy X@O+X(Gs)-V
X( 2 )_ 2 X(t)




Brown-mozgas a [0,1] intervallumon

Vegyiink egy valoszinliségi mezdt és rajta figgetlen
valoszintiségi valtozokat:

@)
n osztépont = 2" db val.vilt.

{V(Z—kn k=12,..2":n 21}

Az eloszlasuk: (diadikus osztopontok)




Brown-mozgas konstrualasa
Legyen X(0) =0 €s X(1) =V (1)
X(%) -hez hasznaljuk V(%) -t a lemma alapjan,

1
0+1y X0O)+X(1)-V()
X( 2 )_ 2

igy x(1) - x (%) €s X (%) —-x(0) eloszlasa: v (0,%)




Folyamat definialasa

Minden n=1,2,... -ra alkossunk egy folyamatot: {B™ (t),t =0}

k
P t€{—, 0<k<2")
és a koztes helyeken linearis
k+1
(n)
5 (%)

-~
/'/
k
(m) { s
50 () ,
~
~ s
“~-_W/(n+1) (2k+1)
2n+1
1 I !
k 2k —1 k+1
z_n -1 2?1



Az eltérés az n. és n+1. lépés kozott

Kell még egy mérészam, mennyire finomodik

A” = max(B""(t)-8"(t) = max max/8""(t)-8"(t)
o<t<1 O<k<2"-1 k. t<—
on TonH
5 ()
k /'//
gm (2”) = s
T~ | S 1) (2;:11)




Az eltérés az n. és n+1. [épés kozott

k k+1
—<t<—
n n

B(n+1)(k +1j o B(n)(k)
B (¢)— B(”)(t] - 2 20 B(””)(Zk +1) >
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Konvergencia

> F

A S

Borel-Cantelli Lemma:
Ha végtelen sok esemény valdszintisége 0sszegezhetd, akkor
az események koziil egy valoszintiséggel csak véges
sok kovetkezik be

Elég nagy n-re:

P| A" >

Jn
-

< ZC(e%j < Q0

A < vn
2
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Konvergencia
Jn
Jar

Ebbdl kovetkezik: ZA(n) ey

n

AN <

sup
0<t<1
tehat Cauchy-sorozatot alkot

‘Bm+2 _Bg" o ‘Bm+2 e Bm+1 . Bm+1 _g"

2 Am+1 +Am

sup

< ‘Bm+2 o Bm+l

_|_‘Bm+1 _g"

sup sup sup

Mivel C[o,1] teljes metrikus tér, ezért 1valoszintiséggel
létezik a hatarértékiik:

x n
B I|m e B( ) ha létezik
=

=0 ha nem létezik (p=0)




B tulajdonsagai
B(0)=0

B folytonos, mivel BM-ek is folytonosak
Névekmények N(O,t-s)

B(t) - B(s) = lim B<“>([t22:]j = B<”>([322:]]
Flggetlen névekményliek, mivel B"-ek is azok



ai

KOsSzonom a
figyelmet!



Altalanosan

ha adottak {X (%) 0< k< 2”}

Konstrualjuk meg az osztopontokon X
2]1( + 1 14 14 14
( ) felhasznalasaval.

2n+1

(2k+1

2n+1

) -eket a

Ekkor a lemma szerint:

2k 41 kye_ (k+1 2k + 1 1
X( on+l )_X(F) _X( on )_X( g+l ) = (0’2“+1)

= . 7 % 2k +1
—>fuggetle? novekménytiség -
n+1 Y } ‘ :
{X(Z‘-'Hl)’ogkgz } k k+1
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