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® Baktéerium szaporodik:

X valoszinusegi valtozo szerint
letrehoz utodot, majd meghal. Kerdesek:

® Varhatoan mekkora az n. generacioban a populacio!?
Mekkora valoszinuseggel hal ki a populacio?
® (Megj: Eredetileg

saladnevek fennmaradasat vizsgaltak)




X" faev.es m,n € N. ketszeresen vegtelen

Znv1 =X+ XD 44 XY 20 =1




Momentum generalo fuggveny

f(©) = E(6X) = ZkEN@k PX=k);PX=0)>0

f:10,1] - [0,1]

E(X) = f(1) = Z k-P(X=Kk)

keN
fn(®) = IE(G)Z"')

=Z k. P(Z, =Kk)

keN

_ Z . ((__;)xlule+...+x-}n|z1 — k) P(Z, = k) = £,(f(0)) =
keN

[L(@®)=fofo..0of}n—szer




o /7 ° 7
Miert is!
£,(0) = E(0%) = E (@x11+x21+...+x§n) — ZkeNIE (@)(11+x§+..-+X},n|Z1 — k) ‘P(Z, =Kk) = f(f(@))

Es igy tovabb...

= iV = E(Zy)

az n. generacio varhato erteke




A kihalas valoszinusege
, = P(Z, = 0)

£(0) = ZkeNok P(Z, =K) = P(Z, = 0) =,

és persze: Th41 = f(1T,)

Allitas: 1,, konvergens, és a hatarértéke:

m, = P(Z,, = 0 valamely m — re) =T limm,

= 1 = f(1) egyenletet kell megoldani.




Ket eset

f [0,1]-en analitikus, nem csokkeno, konvex,

fQO)>0;f()=1f(Q)=pu

1.eset 2.eset

y= fir)

s

u>1=mel0,1]




A martingal

EM,411Zo,Z4 ...,Z,) = M, {M,,} martingal a Z folyamatra

egyébként: E(M,,,1|My,M; ..., M) = M,, is igaz.

Z .
M, = u—ﬁ az elagazo folyamatra

itt: E(M,,) = 1 Vn-reis igaz.




Martingal konvergencia tetele

M, = 0Vn = IAM, = lim,,, M,, (m.b)

.. Z . s 7 .. rd ’
esetlinkben: u_?‘ — o ha n — o (m.b), ez gyakorlatilag az exponencidlis novekedés megfogalmazasa

vegylik észre u > l-relesz M, > 0 pozitiv valdszinliséggel.




Z hogyan viselkedik M, fuggvenyeben

tipp: EM,)=1 Vn= E(M,)=1 delll
u<l-re=3INn>NM, =0 = M, =0 (m.b)

igy: 0 = EWM,) # limEM,,)
n—00

Fatou-lemma: {YV, }eny ¥ =0 = IE(lim iann) < 1{11’210 infE(Y,)

n—0oo

Csak bizonyos esetekben igaz, hogy IE(lim(. )) = lim(IE(. ))

belathatd: E(M,)=1 & u>1ésE(X - logX) < o

ugyanakkor u > 1 és E(X - logX) = o esetén M,, = 0 (m.b) annak ellenére, hogy a folyamat, nem
biztos, hogy kihal




M. eloszlasa

M, = M., (m.b) = 1> 0: e *Mn - g7 Me (m )

M, >0= e *n <1 = E(e*M=~)=lim E(e *Mr) korlatos konvergencia tétel

n—0oo

My =2 6sE(@%) = £,(6) = E(e ) = f, (e ")




M. eloszlasa

barmilyen Y nem-negativ valtozéra az eloszlast egyértelmiien meghatarozza:
A€ (0,0) Aw- E(e™)

Legyen L(A) = IE(e“’Ww)

mivel fne1 = f o fa

E(e 1) = fpa (/8" ") = £ (fu(e#")) = £ (E(e )

n — oo korlatos konvergencia konvergencia tétel + L(A) folytonos

L(Ap) = f (L(/l)) fuggvényegyenlet melybél L(A) meghatarozhaté




® Abrakadabra, avagy az id6 pénz:

® IdSegységenként leiit egy majom egy
billentytit véletlenszerien az irégépen.

® Virhatéan mikor jon ki az, hogy
abrakadabra?




Minden ités elStt jon egy fogado, és fogad 1§ -
ral, hogy az A lesz.

Ha nyer, kap Q$-t, és ezt felteszi arra, hogy a

kovetkez6 B-lesz, sit.

Ha veszit, akkor kiesik.

Jelolje U, a letitott bettt n-kor, M, az n-kori
kifizetéseket és X, =M,-n.

Allitas: az X, sorozat martingal




Egy alkalmazas

M 41 =H1(Un+1)+z Sn,an+2—j (Un+1) , ahol:
=1

Hi(L)=Q, ha a k-adik betl L, egyébként meg O,

Snj=az a nyeremény, amit n-kor fizetnek ki annak, aki j-kor jott




nel I+ Z Sn,j n+2—j (Un+1) =




Legyen T az az ido, amikor eloszor kijon az ABRAKADABRA
Ekkor Mr =Q'+Q"*+Q EX=0,és mivel X;=M-T
0=E(M+;-T)= EM+-ET
de EM; nyilvan Q1'+Q*+Q




Koszonjik a megtisztels figyelmet
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