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Mi az a fraktal?

Példaul a Cantor halmaz:
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Bevezetés

Mi az a fraktal?

Példaul a két dimenzidés Cantor halmaz:
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Bevezetés

Mi az a fraktal?

Példaul a harom dimenziés Cantor halmaz:
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Bevezetés

Mi az a fraktal?

Példaul a Koch-gorbe
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Bevezetés

Mi az a fraktal?

Példaul a Sierpinski-haromszog
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Bevezetés

Mi az a fraktal?

Tulajdonsagok:

Onhasonlé

o Tetszblegesen kis skalan is 'finom’ a szerkezete
e Gyakran rekurziéval kaphaté meg
o

Klasszikus geometriai médszerekkel nem igazan irhaté le
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Bevezetés

Onhasonlésag?

A random Koch-gérbe nem fraktal?

Az, pedig csak statisztikailag 6nhasonlé.
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Bevezetés

Onhasonlésag?

A Julia-halmazok nem fraktal?

Az, pedig csak kozelitéleg 6nhasonlé.
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Bevezetés

Mi az a fraktal?

Nincs ra teljesen jé definicié. Minden definicié alél talaltak kivételt,
amit tulajdonsagai alapjan fraktalnak kellene tekinteni.

Mandelbrot definicidja szerint a fraktal egy olyan halmaz aminek
Hausdorff-dimenziéja nagyobb a topolégiai dimenziéjanal.

Egy X topologikus tér topoldgiai dimenziéja az a legkisebb n szam,
hogy X tetszéleges nyilt fedésének van olyan finomitasa, hogy X
egyetlen pontjat se tartalmazza n + 1-nél tdbb nyilt halmaz.
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Bevezetés

Mi az a fraktal?

Altalaban azokat a halmazokat tekintjiik fraktaloknak amik:

o Tetszblegesen kis skalan is 'finom’ a szerkezete

Tul szabalytalan ahhoz hogy globalisan vagy lokalisan leirhaté
legyen klasszikus geometriai eszkézokkel

Onhasonlé (akar statisztikailag, vagy kdzelitéen)

A 'fraktal dimenziéja' nagyobb a topolégiai dimenziéjanal

Egyszeriien, gyakran rekurzivan definialt
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Bevezetés

Miért érdekes egy fraktal?

Sok természetes objektum mutat fraktalszerii szerkezetet

A felhék rojtozata:
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Bevezetés

Miért érdekes egy fraktal?

Sok természetes objektum mutat fraktalszerii szerkezetet

A partvidékek:




Hausdorff dimenzié, énhasonlé halmazok, fraktalok

Bevezetés

Miért érdekes egy fraktal?

Sok természetes objektum mutat fraktalszerii szerkezetet

Turbulens dramvonalak:
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Bevezetés

Sok természetes objektum mutat fraktalszerii szerkezetet

A Brown-mozgas:
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Hausdorff mérték és dimenzié

Dimenzié

Tobbféle definicié letezik a 'fraktal-dimenzidra’, és a kiilonbdzé
definiciok alapjan szamolt dimenzidk kiilonbdzhetnek!

Mi a Hausdorff- és a box-dimenziérél beszéliink ma.
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Hausdorff mérték és dimenzié

Hausdorff-mérték

Az {U;} megszamlalhat6 halmazrendszert az F halmaz J-fedésének
hivjuk, ha 0 < |Uj| < 6 és

i=1
Ekkor definialjuk

H5(F) = inf {Z |Ui|* : {U;} egy & -fedése F-nek } .
i=1

Ekkor létezik a & — 0 hatarérték és a

H(F) = lim H3(F)

limeszt az F halmaz s-dimenziés Hausdorff~-mértékének nevezziik.
Megmutathatd, hogy ez valéban mérték.
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Hausdorff mérték és dimenzié

Hausdorff-mérték tulajdonsagai

Ha F az R" egy Borel-részhalmaza, akkor
H"(F) = ¢, tvol"(F)
ahol ¢, az n-dimenziés egységgdmb térfogata.

Legyen S az a hasonlésagi transzformacié, ami \-szorosara
valtoztatja a linearis méreteket. Ekkor

H(S(F)) = X¥H>(F)
Allitas Legyen F C R" és f: F — R™ leképezés, ami teljesiti a
Holder-feltételt, azaz
[f(x) = f() < clx—y[*
egy ¢ > 0 és a > 0 szamra, akkor minden s esetén
H/(F(F)) < e/ “H3(F)

A Hausdorff-mérték invarians az izometriakra.
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Hausdorff mérték és dimenzié

Hausdorff-dimenzié

Ha {U;} egy 6-fedése F-nek, akkor

i|Ui’t S i|Ul_‘tfs|Ui’S §5t75i|ui’5
i=1 i=1 i=1

igy H5(F) < 0" °H3(F). Ha vessziik a § — 0 limeszt, akkor ha
H*(f) < oo esetén H!'(F) = 0 minden t > s esetén. Tehat
egyértelmien létezik olyan s ahol H*(F) végtelenrsl 0-ra ugrik. Igy

dimyF = inf {s: H*(f) = 0}

az F halmaz Hausdorff-dimenzigja.
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Hausdorff mérték és dimenzié

Hausdorff-dimenzié

A Hausdorff-dimenzié tulajdonsagai:
@ monotonitds Ha E C F akkor dimyE < dimyF
e megszamlalhato stabilitdas Ha {F;} egy megszamlalhaté
halmazrendszer, akkor dimy U; F; = sup dimy F;
o megszamlalhaté halmazok Ha F megszamlalhaté, akkor
dimyF =0
o nyilt halmazok Ha F C R" nyilt, akkor dimyF = n
@ sima halmazok Ha F egy m-dimenzi6s sima részsokasag, akkor
dimyF =m
Allitas
@ Ha f: F — R™ Lipschitz-transzformacié, akkor
dimyf(F) < dimy(F),
@ Ha f: F — R™ bi-Lipschitz-transzformacié, akkor
dime(F) = dimH(F).
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Hausdorff mérték és dimenzié

Hausdorff-dimenzié szamitasa

A Cantor-halmaz dimenzigja
Jeldlje F a Cantor-halmazt, és legyen F; = F N[0, %] és
Fr = FN[3,1]. Ekkor F = F, U Fg, igy

W) = we(r) + 4 () = (5) W)+ (3) #e0P)

amibsl adédik, hogy
_ log2

ST log 3’
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Box-dimenzié

Alternativ dimenzié-fogalmak

Alapgondolat: Minden §-ra megmérjiik valahogyan F nagysagat
agy, hogy a 0-nal kisebb részletek irregularitasat nem vessziik
figyelembe, és végiil vessziik a § — 0 hataratmenetet. Ekkor, ha
M;(F) az F halmaz §-val mért mérete, akkor altalaban

/\/I(;(F) ~cdc.

Ekkor s-t az F 'dimenziéjanak’, c-t pedig az F halmaz s-dimenziés
hosszanak nevezziik. Logaritmust vonva és atrendezve kapjuk, hogy

s = lim 7|Og M5 (F)
0—0 —|Og5
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Box-dimenzié

El6nyei - hatranyai

A nagy el6nye egy ilyen dimenziéfogalomnak, hogy kisérletileg
konnyen szamolhaté.

Hatranya viszont, hogy Mj(F) gyakran nem egzaktul exponencialis,
igy a hatarérték sem létezik, legfeljebb limsup Ms(F) és

lim inf Ms(F).

Tovabba altalaban nem igaz a megszamlalhato stabilitas ezekben a
dimenzié-fogalmakban, és megszamlalhaté halmazoknak is lehet
pozitiv mértékiik.
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Box-dimenzié

Box-dimenzid

Legyen F egy korlatos és zart halmaz. Vegyiik R"” egy §-racsozatat,
azaz osszuk fel a teret kockakra:

[m10, (m1 + 1)d] X - -+ X [myd, (my + 1)0]

Jeldlje Njs(F) azon kockak szamat, amiket F metsz. Ekkor
definialjuk az alsé és felsé box-dimenziét

log Ns(F
dimgF = liminf log Ns(F)
6—»0 —logd
— log Ns(F
dimgF = limsup log Ns(F)
50 —logd

Es ha a kett6 megegyezik akkor definialjuk F box-dimenziéjat

. . log N;(F)
F = lim ="~
dimg i - log &
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Box-dimenzié

Box-dimenzid

Ekvivalens dimenzié-fogalmat kapunk, ha a fenti Ns helyett a
kovetkezsk egyikét vessziik:

O Ns az F-et lefedd legkevesebb 6 sugari zart gombok szama,
@ Ns az F-et lefedd legkevesebb d-kockak szama,

O Ns az F-et lefedd legkevesebb maximum § atmérdji halmazok
szama,

Q Nj az legtdbb ¢ sugara diszjunkt gomb, aminek kdzéppontja
F-ben van.
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Box-dimenzié

Hausdorff- és box-dimenzié

Allitas Ha F Cc R", akkor

dimHF < @BF < %BF

A box-dimenzié esetén Ns(F) ~ d~° elegendGen kis § esetén, igy

N(;(F)(SS — o0 ha s<dimgF
Ns(F)6° —0 ha s> dimgF

Tehat

Ns(F)o° = inf {Z 6°: U; véges o-fedése F-nek}

1
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Box-dimenzié

Hausdorff- és box-dimenzd

Ns(F)6° = inf {Z 0%: {U;} véges o-fedése F—nek}

H3(F) = inf {Z |Ui|° : {U;} o-fedése F—nek}

Ekkor a Hausdorff-mérték valéba mérték lesz, viszont a
v(F) = limsups_,o N5sd° nem lesz mérték R" részhalmazain.
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Box-dimenzié

Box-dimenzid szamitasa

A Cantor-halmaz konstrukciéjanak k-dik lépése legyen Ej, ami 2%

darab 37 nagysagu intervallumbdl all. Igy, ha 37k < § < 37k+1,
akkor N5 < 2k Igy
—— log Ns(F log2k  log2
dimgF = lim supL(s() < limsup o8 — %
50  —logd k—oo log3k~1  log3

Viszont 37571 < § < 37K esetén minden & hosszisagt intervallum
legfeljebb egyetlen Ej-beli intervallummal metsz, és mivel ilyenbél
2k van, igy legalabb ennyi § hosszisagu szakasz kell. Igy

Ns(F) > 2%, igy
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Iteralt fliggvény-rendszerek

lteralt fliggvény-rendszerek

Egy S: R” — R" leképezés kontrakcid, ha létezik 0 < ¢ < 1 szam,
amire

1S(x) = S(Y) < clx— |
Ha egyenl6ség all fent, akkor hasonlésagi kontrakciénak hivjuk S-t.

Kontrakciok egy {S1,...Sm} véges rendszerét iteralt
fliggvény-rendszernek (IFS) nevezziik. Azt a nem-iires kompakt F
halmazt, amire

teljesiil, az IFS attraktoranak nevezziik.

Megmutathatd, hogy minden IFS-nek létezik egyetlen, nemiires,
kompakt attraktora.
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lteralt fliggvény-rendszerek

Tovabba megmutathaté, hogy ha E egy nemiires kompakt halmaz,
és

S(E) = U Si(E)

akkor az attraktor megkaphaté tetszéleges E halmazbél indulva, ha
Si(E) C E, és ekkor

F=[)S"E)
k=0
Megmutathato, hogy

Sk(E) = US,-l o---05(E)
Tk

ahol az 7, halmaz tartalmazza az ésszes k-hossziisagu sorozatat az
1... m szamoknak.

Ez a7 elidaris i8] oroecramozhatd meckereshetéek ecves |[FR-ek
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Iteralt fliggvény-rendszerek

IFS és dimenzié

Legyen a tovabbiakban az IFS Gsszes tagja hasonlésagi kontrakci6.
Egy {Si} IFS kielégiti a nyilt halmaz feltételt, ha létezik olyan

nemures zart V halmaz, amire

V> O Si(V)
i=1
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Iteralt fliggvény-rendszerek

IFS és dimenzié

Tétel Legyen {S;} egy IFS ami csak hasonl6sagi kontrakcidkat
tartalmaz ¢; hasonlésagi aranyokkal. Amennyiben az IFS teljesiti a
nyilt halmaz feltételt, akkor ha F az IFS attraktora, azaz

3

Ekkor az F halmaz Hausdorff-mértéke pozitiv.
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Iteralt fliggvény-rendszerek

A Koch-gorbe dimenziéja

A Koch-gorbe konstrukciéjanak els6 |épése E; négy darab
szakaszbdl all, amik az eredeti szakasz %-a hosszlisagt. Igy az el6z6

tétel alapjan a Koch-gorbe s dimenziéjara igaz, hogy
(o)
3 - )

1 log 4
54 log3

ami alapjan

s =log

Ezt az eredményt az eddigi dimenzié-definicidink alapjan nem
tudtuk volna elérni.
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Iteralt fiiggvény-rendszerek

Kérdések?
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