Integralas sokasagokon



. Riemann-integral R"-en
Jordan-mérték hasznalhatd ehhez: A — R" esetén c(4)=0,

haVe > Oesetén léteznek Cj, ..., C; kockdk hogy 4 < C, U---UC, és

z;=lc(Ci)< £

definicio: D — R"integralasi tartomany, ha korlatos és a pereme (BdD)
nullmértéki
ffuggvény R"-en majdnem folytonos, ha nullmértékii helyen nem

folytonos



e tétel: D integralasi tartomany, f korlatos, majdnem folytonos fliggvény

D-n, ekkor '[ fdvlétezik, azaz fintegralhatdo D-n (kozelitd 6sszegek
D

hatarértékeként)
e definici6: ha D integralasi tartomany, a

térfogatavolD = | k,dv = | k,dv, ahol kp a tartomany karakterisztikus
g D D
D

R"

fiiggvénye



tétel (valtozdesere): G : U — U' diffeomorfizmus,

D c U,D'"=G(D) c U'nyilt halmazok belsejében vett integralasi
tartomanyok, f” integralhatd D -n, ekkor f = f'o G integralhatd D-n,

és '[ f'(y)dv' = '[ f '(G(x))|AG|dv, ahol AG a diffeomorfizmus Jacobi-
D' D

determinansa

lemma (nullmértékiiség megdérzése): 4 — R" kompakt,

F:A— R" C'osztalyt leképezés, ekkor c(F(4))=0 ha

n<mvagyn=més c(4)=0



sokasagokra altalanositds: 4 — M esetén c(4)=0, ha léteznek 4, ..., A

kompakt halmazok azU , , ¢, térképeken, hogy 4 < 4, U---U 4 és
c(p:(4,)) =0

D c M integralasi tartomany, ha relativ kompakt és ¢(BdD)=0



II.

Integralas iranyitott sokasagokon

M iranyitott sokasdg, dim M = n, ekkor létezik Q n-forma, amely sehol
nem 0, és meghatarozza M iranyitasat (térfogatelem)

barmely mas w n-forma felirhaté @ = fQ2 alakban, ahol

f M — R figgvény

definicié: ' : M — R fliggvény integralhato M-en, ha korlatos, kompakt
tart6ju, majdnem folytonos, és w n-forma integralhatd6 M-en (mint

w:peM—w,eN(T,(M)) figgvény), ha w = 2, ahol /

integralhato, jelolés: '[ 1)
M



Q nem egyértelmil, lehet Q = gQ , ahol g pozitiv fiiggvény, de ekkor
Q=f/ gﬁ , ahol /g is integralhato fliggvény

az integralhat6 n-formak halmaza A’j (M)

az integral kiszamitasa: Q — M egy kocka, ha 1étezik olyan U, ¢
iranyitott térkép, hogy ¢(Q)=C = {x eER"|0<x"<li= 1...,n}(az
egységkockaba képzddik)

legyenw € Ay (M), és suppw < Q, valamint az U,¢ iranyitott térképen

o " (w) = f(x)dx' A---Adx", ekkor '[a):jfdv

belathatd, hogy ez nem fiigg az eredeti kocka megvélasztasatol



linearis leképezés: jala)l +a,0, =aq, ja)l +a, ja)z ,ahol a,,a, € R
M M M
ha nem egy gdmbre van megszoritva: supp w = K , lefedhetd véges sok

kocka belsejével ( él yeens Q , ), ekkor kereshetd olyan { f }sima
fiiggvényrendszer, hogy Z /; =1 mindenhol (egységosztas),
ésw = f,o+---+ f,ovéges 6sszegként felirhato, ahol f e tartdja mar

valamelyik kockan beliil van, igy Iw = I fio+--+ I f.00, és ez nem
M M M

fiigg a kockak megvalasztasatol



III. Integralas iranyitott Riemann-sokasagokon
e iranyitott sokasagokon az Q térfogatelem csak egy pozitiv C” osztalyt
fiiggvénnyel szorzas erejéig van meghatarozva
¢ Riemann-sokasagokon van specidlis térfogatelem: legyen Q az az n-
forma, amely barmely ortonormalt bazisra hattatva 1-et ad
o definicid: D integralasi tartomany, kp a karakterisztikus fliggvénye
(kompakt tartoju, a nullmértékii BdD kivételével folytonos), ekkor a

térfogatavolD = '[ k,Q, egy f : M — R korlatos, majdnem folytonos
M

fiiggvény integralja a tartomanyon pedig '[ f= '[ Sk, Q2

D M



o kiszadmitdsi mod: egy U,¢ irdnyitott térképen adott az £, ..., E, bazis, a

metrikus tenzor komponenseig, (p) =@ ,(E,,,E ), amelyek

ip?

kifejthetdk a lokalis koordinatakon ( g (x',...,x") = g, (0(p)),

ekkor g = det(g ) jeloléssel 9" Q = Jedx' A A dx”



IV. Peremes sokasagok
x" > O}felsé félsik R"-ben, hatara

o H"= {x= (xl,...,x”)e R"

OH" = {x eH"|x" = 0}, R"-bdl szarmazé relativ metrikus topologia

vehetd, illetve 0H " homeomorf R"’-gyel

e U,V < H"halmazok diffeomorfak, ha létezik
koztik F :U — V C” osztalyu invertalhato leképezés (diffeomorfizmus),
ezekre belathatd, hogy hatarpontot hatarpontba visznek mindkét

iranyban: F(U mE}H”): VnoH"



definicié: M egy C” peremes sokasag, ha Hausdorff-tér, Iétezik

megszamlalhatd bazisa és van rajta egy {U N3 }atlasz (differencialhato

strukttra) a kovetkezd tulajdonsagokkal:

e ¢ homeomorfizmus U és H' egy részhalmaza kozott

e U, -k lefedik M-et

o U,,0,88U,,pzclemekrep, 0, ésg, o @,
diffeomorfizmusok ¢, (U «NUy )és o (U «NUg )kézétt

e az atlasz maximalis a fenti tulajdonsagokra nézve



e haegy p pontra (p( p) € OH", akkor ez minden térképen igaz, ezek a
pontok alkotjak M peremét (oM ), és IntM = M — OM a sokasag belseje
(ami egy hagyomanyos értelemben vett sokasag)

e M-en differencidlhat6 struktara, differencidlhat6 fliggvények,
leképezések, rang, kiilsé formak, kiils6 derivalas definidlhato lokalis
koordinatakkal, és ezek egyértelmiien meghatarozzak oM hasonlo
fogalmait

e iranyithatdsag: egy M peremes sokasag iranyithato, ha vannak

olyan {U N3 }koordinéltakérnyezetek, melyek egyforman irdnyitottak
(haU, NU 4 nem tires, akkorg, o ¢, ! Jacobi-determinansa pozitiv),

vagy létezik sehol el nem tind Q n-forma



tétel: M iranyitott sokasag, OM nem iires, ekkor oM iranyithatd, és az
iranyitasat M iranyitdsa egyértelmiien meghatarozza

legyen egy p perempontban M érintdtere T, (M ), OM érintdtere (n-1
dimenziés) T, (8M ) , ekkor T, (M )— T, (8M )Vektorai két csoportra
oszthatok (fliggetleniil a koordinatatengelyek valasztasatol): amelyek

utolsé komponense pozitiv valamely bazison, azok a befelé mutatd

vektorok, amelyeké negativ, azok a kifel¢ mutatd vektorok



ezzel a definicioval legyen p € OM , X, befelé mutat6 vektor, ekkor az
Eip ... Egp1)p irényitott 7, (8M ) -en akkor és csak akkor, ha
Eip ... E)p, Xy iranyitott T, (M )-en

idonként ezzel ellentétes irdnyitast érdemes hasznalni, erre jelolés

oM =(-1Y oM



V.

Stokes-tétel peremes sokasagokra

integralas, nullmértékiiség, integralasi tartomany, Riemann-sokasdgokon
térfogatelem, fliggvény integralja el6zdekhez hasonloan definialhato,
csak a Q kocka egyik lapjanak oM -re kell esnie, ha U "oM # O :

p(QnaM)={xeR"[0< x' <I;x" =0}és

0= q)*l({x eR”

0<x' <ll<i<n-1;0<x<l1f

Stokes-tétel: M iranyitott kompakt » dimenzids sokasag, 0 M perem, @ n-

forma rajta, i : OM — M a természetes bedgyazas,

ekkor jde = LM i"® (és a bal oldali integral 0, ha oM = @)



e specidlis esetek:
o Green-tétel: M korlatos regularis tartomany R’-n, korbevéve C; sima

zart gdrbék unidjaval, w = a-dx+b-dy C'osztalyt 1-forma, ekkor

ob Oa
IM (a—g}ixdy =qua-dx+b-dy

o Gauss-Osztrogradszkij-tétel: M reguléris tartomany R’-on (sima

sikok altal hatarolt nyilt halmaz),
@ = Pdy A dz +Qdz A dx + Rdx A dy 2-forma, ekkor

.[ 8_P+8_Q+8_R dX/\dy/\dz=I Pdy Andz+ Qdz A dx+ Rdx A dy
M\ Ox Oy Oz oM



o Stokes-tétel harom dimenzidban: M egy feliilet beagyazva R’-ba,

sima zart gorbék unidja altal hatarolva, @ = Adx+ Bdy+Cdz 1-
forma, ekkor
.[ oc_B dy/\dz+[a—A—a—deZ/\dx+ oB_A dxndy =
M{ Jy Oz 0z Ox ox Oy
= .[ Adx + Bdy + Cdz
oM

a tétel altalanosithato ugy is, ha a hatar nem sima (példaul sokszogek,

szogletes testek)
R"-ben hasznalhatdak a dualis bazissal valo természetes

izomorfizmusok, igy gradiens, divergencia, rotacié definidlhatod



