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Lie csoport fogalma
[ ]

Lie csoport

Legyen G differencialhaté sokasag és csoport, G Lie csoport, ha:
» aGxG— G, (x,y)— x-y (csoportszorzas)
» ésa G — G, x — x~ ! (inverzképzés)

oo sokszor differencidlhaté leképezések
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Lie csoport fogalma

Példa Lie csoportra

» GI(n,R) : nx n-es invertdlhaté matrixok
» csoport: szorzatuk invertalhatd és 3 inverziik
> difEerenciéIhaté sokasdg: a matrix elemei j6 térképezést adnak
R™ -be
» a-b-re haa be GlI(nR), akkor
(a . b)'.l = Zk a,-kbkj, ami C*®
» a7l = ﬁ;)' ami szintén C>®

/a~! mindig differencidlhaté, ha det(a) # 0, mivel a~! elemei
raciondlis tortfliggvénye a elemeinek./
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Lie csoport fogalma

"Rész" Lie csoport

Tétel: Ha G egy Lie csoport és H egy részcsoportja G-nek, tovabba
reguldris részsokasag, akkor H Lie csoport.
Példa:

» O(n) rész Lie csoportja G/(n,R)-nek

» U(n) rész Lie csoportja a GI(n, C)-nek
Megjegyzés:

» O(n):0T-0=1

» Un): UT-U=1
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Lie csoport egységelem feletti érintétere
[ ]

Definicié

Definicié: G Lie csoport, legyen 1 € G (egységelem), tovabba
legyen g(t) : R — G tetsz&leges olyan gorbe, hogy g(0) = 1. Ekkor
g érintdje az 1-ben g(0) és az 1 feletti érintStér (jel: T) az Osszes
ilyen altal kifeszitett vektortér.

Megjegyzés: Az érint6tér dimenzidja megegyezik a sokasag di-
menzidjaval.
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Lie csoport egységelem feletti érintétere

[ Jole}

Egy példa

O(n) egységelem feletti érintétere x € T pontosan akkor, ha x
antiszimmetrikus.

Bizonyitas:

(=)

Ha A(t) ortogondlis (D7 AjjAik = djx) és dtmegy az 1-en (A(0) =
1), akkor:

0= %éjk = Zl,']:l (AI_IAII( + AUAIk)
ami t = 0-ban: A;(0) = Jj; AU = xj =

0 = Xxyj + Xjk
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Lie csoport egységelem feletti érintétere

o] lo}

Egy példa

(<)

Ha x antiszimmetrikus, akkor:

A(t)-AT(t) = [1+ tx+o(?)] - [1+ txT +0(t?)] =
1+t [x+xT] +0(t?) =1+ o(t?),

Tehdt A(t) lokalisan az O(n) érintétérben fut.
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Lie csoport egységelem feletti érintétere

ooe

Egy példa

Konklazio:
x € T & x antiszimmetrikus

@ szabad paramétere van az antiszimmetrikus matrixnak =
. _ n(n-1)

dlm(O(n)) =5

Megjegyzés:

O(n) Osszefiiggd része SO(n) (egységnyi determindnsd, n X n -es

ortogonalis matrixok), melyek szintén egy @ dimenziéju Lie
csoportot alkotnak.
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Lie csoport egységelem feletti érintétere

[ 1o}

50(3) topolégidja

dim(S0(3)) =3
SO(3)-ban példaul 1 elem koordinatdzésa:

ahol |F| az elforgatas szoge,  irdnya pedig a forgatds tengelye (job-
bkezes)
/—m - vel forgatds = m-vel forgatas/
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Lie csoport egységelem feletti érintétere

(o] J

50(3) topolégidja

Konklazio:
SO3) = {(x,y,z) € R3x® + y2 + 22 < 72}/
{(X,y,Z) ~ (_X, -y, —Z), ha X2 —|—y2 + 22 = 7r2}
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Lie csoport egységelem feletti érintétere

U(n) érint8tere

O(n)-nel teljesen hasonlé médon U(n)-re a kovetkezét kapjuk:
xeTex+xt=0

Tehat x antihermitikus.
U(n) dimenzidja :
> Xji : imaginarius
> Xj © | # j esetén komplex: xjj = —X;i

- n.(n;l)-Z +n = n2

matrixoknak.

szabad paramétere van az antihermitikus

dim U(n) = n?
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Lie csoport egységelem feletti érintétere

(el J

U(n) érint8tere

Megjegyzés:

U € U(n) -re 1 = det(UTU) = detUTdetU = |det U|?, azaz
det U = e?, ahol p € R

= SU(n) (egységnyi determindnsi unitér matrixok, ¢ = 0) egy
n?> — 1 dimenziéju Lie csoport.
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Lie csoport egységelem feletti érintétere

SU(2) topoldgidja

dim(SU(2)) =3
Barmely SU(2) matrixot fel lehet irni az aldbbi alakban:

(_35 g) € SU(2) ahol |a]? + |p|?> =1
Haa=x+i-yésb=u+1i-v, akkor:
Py + i +v2=1

Tehat a 4 dimenziés gomb felszinén vagyunk.
Konkluzié:

SU(2) = s3
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50(3) és SU(2) kapcsolata
0

Kvaternick

Def.(kvaternidk)
Ez egy H halmaz, aminek az elemei

a+ bi+c¢ +dk=gq, ahol g e H

i komponensenkénti O0sszeaddsra vektortér
ii érvényesek az aldbbi szorzasi szabalyok:

> =k =—ji
> jk=i=—k
> ki=j=—ik
> i2_j2_k2:—1

A kvaternid szorzas ezek disztributiv kiterjesztésével van definidlva.
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»ort fogalma i t egységelem feletti érintStere 50(3) és SU(2) kapcsolata
o] )

Kvaternick

KVATERNIOK

Def. (Konjugalas)) g =a— bi — ¢j — dk
Def. (Norma) |q> = qg = a® + b* + ¢ + d?
All. Vg #0-radg™ ! amig ! = #

All. ¥ kvaternié — A(q) € M(2,C), ahol

_(a+bi cHdi
A(q)_<—c+di a—bi)

> g — A(q) egy-egyértelmii, det A(q) = |q| >0

» A(g1- ¢2) = A(q1) - A(qz) szorzasi szabdly teljesil

oo (00N 0 (0 1\ . . (0 i
/ Biz. A(i) = <0 —i> VA = (_1 O)  A(k) = (i 0)
hozzarendelésekkel ellenérizhetd, hogy teljesiilnek az elbirt szorzasi
szabdlyok /
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50(3) és SU(2) kapcsolata

Kvaternidk és matrixcsoportok

H; = {q € H||g]* =1}
Ha A(q)-nal g € H, akkor A(q) € SU(2)

Hiszen
aa = (%)

ahol [x|> 4+ |y|? =1, illetve x = a+ bi és y = c + di

amibdl kévetkezik, hogy Hy = SU(2)

Def. Hy = {p € H|p = —p} (valds része a p kvaterniénak nulla)
= Hp = R3

Az R3-nél 1év8 Euklideszi norma itt: p-p = b% + c2 + d?
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50(3) és SU(2) kapcsolata

@00

S0(3) és SU(2) kapcsolata

Ve

All.: Legyen g € H; és p € Hpy

og:pr qpg Tt

ez a leképezés a Hp-ban egy 3 dimenzids forgatas
Megj.:
» Vilasztok egy g-t, amihez tartozik egy forgatas a Hg-n

» Mivel a g € Hy = SU(2) ezért VSU(2) elemhez
hozzarendeltiink egy SO(3) elemet (O4 : g — aq)
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50(3) és SU(2) kapcsolata

oeo

S0(3) és SU(2) kapcsolata

Ve

All.: Legyen g € H; és p € Hp

ag:p qpg
ez a leképezés a Hp-ban egy 3 dimenzids forgatas

Biz.: Mivel p=—p és g =q !, ezért gpg—1 = F/‘)E] = —qpq~
vagyis gpg~* € Hy

1

:>aq:R3—>R3

-1 = 1| =

Mivel |gpq |qllplla [Pl

azaz az aq Orzi a normat Hop-n, tehdt oy izometria
=g+ aq Hy — 0(3)

tetszéleges p-hez —p-t nem tudjuk hozzarendelni ag-val (sodréstartas)
= q — aq; Hy — SO(3)

19/31



50(3) és SU(2) kapcsolata

ooe

S0(3) és SU(2) kapcsolata

Vegyiik észre: ay = a_g, hiszen gpg~! = (—q)p(—q) L.
Matematikusabban megfogalmazva:

q — ag magja:

Mivel ag : p — qgpq~!, ebbdl lithatd, hogy aq leképezés akkor az
identitds, ha g = £1

Legyen O4: g — aq (SU(2) — SO(3))

KerOq = {1}

Tehat SO(3) = SU(2)/{£1}, mivel Oy csoporthomomorfizmus is,
ezért a magjaval faktorizdlva biztos izomorfizmust kapunk.
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Koszonjik a figyelmet!
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Exponencidlis leképezés
Legyen G egy métrix csoport (példaul: GI(n), U(n), O(n)) és legyen
T ennek az érintStere az identitasnal
Def.:

exp: T — G; exp(0) =1és X € T-re
epr:1—|—§+)2<—!2+...

e

All.:

» Az exp X VX € M(n) konvergens
» Ha X és Y kommutal (XY = YX), akkor
exp(X +Y) =expXexpV, ahol X,Y € M(n)
» exp X mindig invertdlhaté
(exp X) ! = exp(—X)
> ep(X)T = (expX)7
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Legyen X € T és A(t) = exp(tX)
Az el6z6ek alapjan

i A(t1 + t2) = A(t1)A(t2)

i A(0) =1
i A(0) = X
Lényeg??: ha X € T, akkor A(t) € G

All.:
| € G valamilyen kornyezetében exp egy-egyértelmii
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Def.: (Lie algebra)
Legyen V vektortér és [.,.] : V x V — V (szorzas) olyan, hogy:

> bilinearis
» antikommutativ [X, Y] = —[Y, X]
> Jacobi azonossagot kielégiti:
X, [Y, 2| +[Y,.[Z,X]] +[Z,[X,Y]]=0

All.:
n x n-es matrixok [X, Y] = XY — YX miiveletre nézve Lie algebrat
alkotnak
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oport fogalma i ort e elem feletti érintStere

Hogyan tudjuk a T-vel jellemezni a G-t
T-nél vélasztunk egy bazist (T véges dimenzids)
/ Megj.: az érintétér a kommutdtorra nézve zart:

X,Y €T, akkor [X,Y] € T /

Tehdt a T Lie algebrat alkot.
Tétel.: (Baker-Campbell-Hausdorff)

XY — XHYHIX YIS XX Y=Y X Y-

Konkluazié:
> az érint6térbeli elemek kommutatora egyértelmiien megadja,
hogy mi lesz a Lie csoportban a szorzas
> amig az exp leképezés egyértelmii, addig nekiink elég megadni
egy bazist T-ben és a kommutatorokat
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All.: SO(n)-re és SU(n)-re az exp leképezés egy-egyértelmi
Példaul SO(3)-nal egy elemre (B):

0 10 -1 0 O
B=|-100|eT;B>=|0 -10
0 0O 0 0 O

Legyen ¢ € R, ekkor

k _ )k A2k 2k+1
exp(By) = >_—o Bl D k= ( (%)k)f +2 k=0 (gk—i-l)l( 1)"

[ay

0 0 O

(cosgo sinp 0
—sinw cosw 0 26 /31
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All.:

SO(3) és SU(2) identitas korili érintSterének Lie algebrdja azonos
Lie algebrajuk:

Van egy olyan bazis a T-ben:

{Xi}3_,, hogy
[Xi, Xj] = —eijuXk

ahol € a teljesen antiszimmetrikus egységtenzor.
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fogalma gelem feletti érintStere

Spin
Kvantummechanikdban az impulzus momentum operatora: (21, 22, 23)
kielégitik azt az algebrat, hogy [L;, L;] = ie;u L
Ekkor X; = —il; valasztassal épp az el6z8 (SO(3), SU(2)) Lie al-
gebrat kapjuk.
Ugyanez igaz a spinre is, mivel [3,-731-] = iaijkgk, amib8l X; = —i§;
vélasztas megfeleld. X
Nyilvan ekkor egy forgatas e'X# alaka.
Legyen H egy rendszer Hamilton operdtora, ez forgdsinvaridns, ha
[H.et2]=0=[H,L]=0
vagyis a sajatdllapotok kifejthetéek valamelyik L; sajatallapotai sz-
erint.
([Li, Lj] = O miatt valasztani kell egyet, a kommutativitds nem ek-
vivalenciarelacid)

28/31



fogalma gelem feletti érintStere

Ezt tanulmanyaink sordn mind megtettiik!

LI, m)y = m|l, m)
211, m) = 11+ 1)1, m)

ahol m=—/,—/+1,../—1,1,és1=0,3,1,...

illetve tudjuk, hogy: L% = [2 + Li + L2, az algebra elemeinek olyan

fuggvénye, mely felcserélhet6 az algebra minden elemével. Az ilyen

tulajdonsagu elemeket Casimir operdtornak nevezziik.

Vegyiik észre: rogzitett lp-ra |ly, m) vektorok 2/y + 1 dimenzids vek-
lo

Ib—1

torteret alkotnak, ahol éz = alakd matrix.

—Io

Ezen a bézison L , Ly hatdsa is felirhaté és teljesiil, hogy [Li,l__j] =
iEUkék' vagyis ez egy 2lp + 1 dimenzids matrixabrazolas, rdadasul
irreducibilis, hiszen Vm sajitértékhez tartozé invarians altér 1 di-

mMman—iidc
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H adott impulzusmomentumi sajdtallapotai <+ SO(3) Lie algebra
kulonbozé dimenzids irreducibilis dbrézolasai

Azonban lattuk, hogy ez a Lie algebra az SU(2) esetében is!
Nézziik meg melyik dbrazolds melyik Lie csoportot generalja:

elloy
. e’-(IO_l)“P
U () = exp(iL ) =
e~ e

Nézziik meg ¢ = 27 teljes korbeforgatdst:

ei/027r 1

= ' = ! ha | 2
U (2m) = ‘ = 1 a ly egész
o—ib2m

-1

-1 ha Iy félegész
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Kovetkeztetés

lo = félegész esetek az SO(3)-at nem abrazoljak, csak az SU(2)-t.
Tapasztalat

a természetben félegész impulzumomentumok is megval6sulnak (spin)
VélhetSleg a j6 H szimmetridja nem SO(3), hanem SU(2)
Megjegyzés:

a valédi Lorentz csoport

SO0(3,1) = SU(2) x SU(2)
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