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Bevezetés

Megmaradasi egyenletek

@ Megmaradasi egyenletek integrélis alakja:

gt/udx_ / F(u)rdS

@ Megmaradasi differencialegyenlet rendszer

u;+F(u)x=0 R" x (0, 00)
u=g R" x (t =0)
ahol
F:R” - R™

g:R—R"



Bevezetés

Megmaradési egyenletek a fizikaban

u;+F(u), =0
@ p-rendszer
ué —u2=0 (Kompatibilitasi feltétel)
u? — p(u')x =0 (Newton torvény)
F(z) = (=22, —p(z1))

@ Euler egyenletek 6sszenyomhatd gazaramlasra 1D-ban
pt+ (pv)x =0 (Tomegmegmaradas)
(pv)t + (pv? + p)x =0 (Impulzusmegmaradas)
(PE)t + (PEv + pv)x =0  (Energiamegmaradas)

Fi(z2) =2
2 2
2 _ Z Z 1 (2
Fi(2)= % +pa, 2 - } (%) )2
F(z) = 22 1 p(z;, 2 -} (2))2
@ 1D sekély viz egyenletek

d; — (vP)x =0 (Témegmegmaradés)
—(v?/2 4+ ®)x =0 (Impulzusmegmaradis)

22
F@) = (21225 +21)



Altalanos médszerek
.

1 egyenlet Tobb egyenlet:
{ U+ F(u)x=0 { u; + F(u)x =0
u(x,0) = g(x) u(x,0) = g(x)

z(s) = u(x(s), s) = const z(s) = u(x(s), s) = const
z(8) =0xu-x+0iu=0 z(s)=0xu-x+0u=0
Ismert: Ismert:
F'(u)dxu+diu=0 DF(u)oxu+ oiu =0

x = F'(u) DF(u)[0xu] = X[Oxu]
x(0) = F'(9) DF(g)v(a(x)) = x - v(a(x))

Probléma: u-nak szakadasa lehet — nem derivalhaté.



Altalanos médszerek
°

Integrélis (gyenge) megoldas

@ Tesztfliggvény definialasa

V: R x [0,00) — R™Msima
kompakt tartéji, v = (v',...,v™)

@ Gyenge megoldas

oo o0 oo
/ / uv; + F(u)vydxdt +/ gvdxi—g =0 (VYv)
0 —o00 — o0

@ elegendd, ha u korlatos
@ Rankine-Hugoniot feltétel (C szakadasi gérbe mentén):

([F(u)]] = of[u]],

ahol

[[F(U)]] = F(u;) — F(u;) ugrés F(u)-ban C mentén

[[u]] =u/ —u, ugrés u-ban C mentén
o=3S§ haladdsi sebesség C-n



Riemann probléma
°

Riemann probléma

u;+F(u)x=0

_ u; hax<0
9= ur hax>0

Prébafliggvény: egyszer hullam

u(x,t) =v(w(x,t)) (xeR, t>0)

v(w)w; + DF(u(w))v(w)wyx =0

Wi + Ak(v(w))wy = 0 (skaldr megmaraddsi egyenlet)
v(s) = rg(v(s)) (kdzonséges diff. egyenlet)

DF - rg = \grg



Riemann probléma
(]

Konvexitas

Wi + Ae(v(w))wy =0
wy + Fr(w)x =0
Fi(s) = 2 x(v(D)dt (s € R)
F'(s) = Ak(v(s))
Fi (s) = DA (v(8))¥(s) = DAx(V(s))rk(v(s))

(zeR™M)
konkdv: DAk (2)r«(z

konvex:  DAk(2)r«(z)
Fi = { )
linearis:  DAx(2)r«(z)

>0
<0
=0

DXc(2)rc(z) #0 Vz € R™ =  eredetileg nem linedris
DXk(z)re(z) =0 Vz € R™ = linedrisan degenerdlt



Riemann probléma
[ Jelelele}

Ritkulasi gérbék

@ Ritkulasi gorbe: Adott z; € R™, ekkor definialhaté az un. k-adik ritkulasi gérbe
R™-ben, amely athatad zy-on és az érintje minden pontban parhuzamos
ri(2)-vel.

@ Ha (Ax(2),rk(2)) par eredetileg nem linearis, akkor definialhatd:

R (20) == {z € Rx(20)IA(2) > Mk(20)}
és
R (20) := {z € Rx(20)|Xk(2) < Ak(20)}-
@ Ezekkel:
Rk(20) = R (20) U 20 U R (20)-

Rj:(zg) i
Ry (z0)

Z0



Riemann probléma
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Ritkulési hullamok

o Tétel: Ha (Ax(2), rk(2)) par eredetileg nem linearis és ur € R (u), akkor létezik
egy folytonos gyenge megoldasa a Riemann-problémanak, ami un. k-egyszeri
hullam.

@ Megj: Ezt k-ritkulasi hulldmnak nevezzlk.

W




Riemann probléma
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Lokéshalmaz

@ A ldkés halmaz: Adott zg € R™, ekkor definialhat6 az Gn I6kés halmaz:
S(z) := {z € R"|F(2) — F(2p) = o(z — z;) valamely o = o(z, 2) }

@ Tétel: Adott zy € R™. Ekkor zg kdrnyezetében S(zy) m darab Si(zp) sima gorbe
uniéja, a kovetkez6 tulajdonsagokkal:
@ Sk(z0) atmegy a zo ponton, ri(zo) érintével
limz .z, (2, 20) = M(20)
Q o(z,2) = M + O (|z — 20\2) , haz — z, ahol z € Sk(2p)

@ Tétel: Ha a (A, rg) par linearisan degeneralt, akkor minden z; € R™-re

Q Ri(2) = Sk(20)
Q o = a(ur, u) = M(u)) = M(ur) minden z € S(2o)-ra.




Riemann probléma
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Kontakt szakadas

@ Kontakt szakadas:
TegyUk fel, hogy (A, rx) pér linearisan degeneralt és ur € Si(uy), ekkor a
Riemann-probléma gyenge megoldasa:

_J u hax<ot
u(x,t)—{ ur hax>ot ’

ahol o = O'(Ur, U/) = )\k(U/) = Ak(u,)
@ Megj: az x = ot vonalat k-kontakt szakadasnak nevezziik.

y




Riemann probléma
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Lokéshullam

@ Lokéshullam:
TegyUk fel, hogy (Ak, r¢) par eredetileg nem linearis és ur € Sk(u;), ekkor ha

tekintjk az u(x, t) = { U hax <ot

ur hax>ot
klildénb6z6 eset van:
Q@ Me(ur) < Me(w),  Me(ur) < o(ur, u) < Mc(uy) Fizikai lokéshullam
Q M(u) < Me(ur), Me(uy) < o(ur, ) < Ak(ur) Nem fizikai 16késhullam
@ Definicio: TegyUk fel, hogy (A, rx) par eredetileg nem linearis uj-ben, ekkor azt
mondjuk, hogy (uy, ur) par megengedett, ha ur € Sg(u;) és
Ak(ur) < o(ur, up) < Ae(uy)
@ Megj: Ez utébbit nevezzlk Lax-entrépia-kritériumnak.

megoldast o = o (ur, u)-re, két
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