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Definicio:

AT endomorfizmust ergodikusnak nevezziik, ha barmely f € L,
fliggvényre f = const. (Miutan altalaban az L -flggvények csak p-m.m.
értelmezettek, azért ezek egyenl6ségérdl is csak ilyen értelemben

beszéliink). Innen azonnal kdvetkezik, hogy T csak akkor ergodikus, ha
minden invarians fliggvény konstans.

Lemma:

Az (M,F, u, T) endomorfizmus csak akkor ergodikus, ha minden invarians
halmaz trivialis, azaz mértéke 0 vagy 1.
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Definicio:

Az (S9,F, u, T) automorfizmust csoport-automofizmusnak nevezzuk, ha:
(i) T és T-1 folytonosak,

(i) Vx,y € S%re T(x +y) = Tx + Ty.

Legyen A =(a;) 1 <q €8€sz elem(i matrix, amelyre |det A|=1

Lemma:

Sd-nek a Tx =Ax (mod Z9) relacid altal értelmezett automorfizmusa
csoport-automorfizmus.
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Lemma folyt.:

Jelolje 4ltaldban az x e R? X S? elem valamely felemeltjét.

|detA|=1 miatt At létezik, s6t elemei egészek, tehat T jol értelmezett és a
Lebesgue-mérték invarians.T(x + y)=A(x + y)=Ax+Ay =T x+ Ty, ahola =
kongruencia mindig (mod Z¢).
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Definicio:

A x: S - C nem azonosan eltling, folytonos flggvényt karakternek
nevezziik, ha Vx, y € S¢ - re x(x +y) = x(x)x(y).

Kovetkezmények:

(i) Az Osszes karakter ilyen alaku: x,(x) = exp(2mi(n, x)) ahol n € Z4 (ezek
ugyanis a Cauchy-figgvényegyenlet folytonos megoldasai).

(ii) Az §¢:={x, : n € 29} csoportot dudlis csoportnak nevezziik
(iii) S¢ —n is tekinthetjiik az indukalt leképezést: € S —re (‘T’x)(x) =y (TX)
Ty valdban karakter, mert (fXXX+Y)=X(T(X+y)) 1(Tx)(Ty) = (TXXX)(TXXY
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Tétel:

A torusz T algebrai automorfizmusa csak akkor keverd, ha Vx(nem =1) €

Sd karakterre a {('i'x)k X: k € Z} trajektoria végtelen, azaz aperiddikus.
Ebben az esetben T keverd is.

Matematikai Problémamegoldé Gyakorlat  Ergodelmélet kisel6adas



Elliptikus példa:

0 1
Legyen A=[1 Oj Az egyenes fix pontokbadl all, a tobbi pont periodikus, a
periddus értéke 2, mert Ta=1LA T, térkép ,, megforditja” a toruszt az X =Y
f6atld kordl. Nincsenek sird palyak, igy a leképzés nem ergodikus. Vegyuk

észre, hogy A sajatértékei: A =+1
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Parabolikus példa:

1 m

Legyen A=[0 1Jaholm eZ.Az y=0 egyenes fix pontokbdl all. Minden y - const.
egyenes invarians T, -ranézve. Nincsenek slrd palyak, igy a leképzés nem
ergodikus. Vegyuk észre, hogy A sajatértéke A =1, kétszeres

multiplicitassal.

Amennyiben Tor? —t egy {(x,y):0<x <1,y=0}alapkérd, y figgéleges
koordinataju hengerként képzeljik el, akkor az 6sszes vizszintes Y =const.
szeletet my szoggel elforgatja, hiszen a hozzarendelés: x+— x+ my(mod1)
Mivel magasabban van az elforgatott szelet, annal nagyobb az elforgatas
szOge, igy az egész henger felfele csavarodik. Az ilyen leképzéseket csavard
leképezéseknek nevezzik.
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Definicio:
A térusznak az A matrix altal szarmaztatott (S¢,F, u, T ) automorfizmusat
hiperbolikusnak nevezzik, ha spec AN ﬂz\ =1}: 0

Tétel:

Ha a T torusz algebrai automorfizmusa hiperbolikus, akkor T ergodikus és
keverd.

Matematikai Problémamegoldé Gyakorlat  Ergodelmélet kisel6adas



Tétel bizonyitas:

Ha az A matrix altal szar[naztatott T automorfizmus nem ergodikus, ha 3k =0

és In(=0)e Zhogy (:; X, =X_,Vagyis (A ) n=n . Ekkor természetesen
A*-nak és egyuttal A-nak van sajétértéke az egységkoron. Vagyis ha ez
nincs igy, akkor T ergodikus, s6t keveré.

Pld. d=2 esetén mindkét sajatérték az egységkoron van, vagy mindkettd
valés és egyikiikre s/ <1, a masikra [Mu|>1(s a stable, u az unstable sz6
kezd6betlije).
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Tétel:

A torusz hipebolikus algebrai automorfizumsa ergodikus.
Biz.:

Egyszerliség kedvéért legyen d=2 vagyis mindkét sajatérték valos és
legyen s <1 Au|>1 . Ebben az esetben A-nak vannak R2-beli

sajatvektorai: e, és e . A bizonyitas fontos eszkdzei a sz(kulg illetve taguld
vonalak.
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Definicio:

AT leképezés ponton keresztil atmend sz(kul6 (stabil) vagy taguld fonala
v (X)= {y e S limdist(T"x, T"y)= O}

£s tagul6 (instabil fonala) 7" (x)=1ly €S : lim dist(T"x, T"y)=0{

N——oo

Valéjaban T stabil (instabil) fonala éppen a leképezés stabil (instabil)
fonala. Esetiinkben e fonalak konnyen leirhatoak:

y(x)=fK+te, (modz?):teR}  y*(x)={x+te, (modZz?):teR}
Tehat ténylegesen mindkettd a torusz e, illetve e, iranyu feltekerésének
palyaja.
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Automorfizmusrol [évén sz9, hivatkozunk az ergodtételre: egyrészt p-m.m.
Esetén: xeS*—re n > o

%(f(x)+f(Tx)+...+f(T“-1x))af(x) (4T 4+ F(T750) > ()

f=f-redll p—mmx-re. Jeldljiok:  J:={xeS?:F(x) =F(x)}
Mivel f egyenletesen is folytonos, igazak a kdvetkezé megallapitasok:
1.:Ha X, Ye7v, ésf(x) létezik, akkor f(y) is létezik, és f(x) = f(y)
2..Ha X.Yev, ésf(x) létezik, akkor f~(y) is létezik, és f~(x) =~ (y)
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f egyenletes folytonossaga miatt g > 0-hoz 35> 0,hogy [f(x)—f(x') <e
hacsak p(x,x') < &

Mivel p(TkX,Tky)—> 0 ha k—(valéjaban a konvergencia sebessége | A K|
vagyis exponencialis), ezért p(TkX,Tky)< d,hak >k, Ekkor elég nagy n

mellett:

LS ()t - Errn-o(ry) Selren-olry) 2 <
A k=0 k=0 k=k,
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>
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Koszonjuk a figyelmet!



