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Bevezetés

A hullamegyenlet

» Hullamegyenletnek nevezziik a kdvetkez§ linearis parcialis
differencialegyenletet:

0? "2

2l Z P2l = U Au=0, + Perem és kezd. felt. (1)
~ Ox;

ahol t > 0 és x € U C R” nyilt halmaznak.
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Bevezetés

A hullamegyenlet

» Hullamegyenletnek nevezziik a kdvetkez§ linearis parcialis
differencialegyenletet:

2 nog2
%u - Z %u =up — Au=0, + Perem és kezd. felt. (1)

ahol t > 0 és x € U C R” nyilt halmaznak.

> Az ismeretlen az u = u(x,t) : U x [0,00) — R.
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Bevezetés

A hullamegyenlet

» Hullamegyenletnek nevezziik a kdvetkez§ linearis parcialis
differencialegyenletet:

2 nog2
%u - Z %u =up — Au=0, + Perem és kezd. felt. (1)

I

ahol t > 0 és x € U C R” nyilt halmaznak.
> Az ismeretlen az u = u(x,t) : U x [0,00) — R.

> Roviditett forméja az id6- és térkoordinatakon haté operatorok
Osszevonasaval:

82

(6t2

ahol O = at2 — A az an. d’Alembert-operator.

—A)u=0u=0, (2)
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1D hullamegyenlet

Az egydimenziés hullamegyenlet
A d’'Alembert formula

» Az egydimenzids hullamegyenlet kezdeti érték probléméja az R-en:
Uy — Uy =0 R x (0, 00)-en
u=g, u=h Rx{t=0}en, (3)
ahol g és h az adott kezdéfeltételek.
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1D hullamegyenlet

Az egydimenziés hullamegyenlet
A d’'Alembert formula

» Az egydimenzids hullamegyenlet kezdeti érték probléméja az R-en:
Uy — Uy =0 R x (0, 00)-en
u=g, u=h Rx{t=0}en, (3)
ahol g és h az adott kezdéfeltételek.

» Ezt a masodrendi egyenletet a kovetkezé atalakitassal tudjuk
megoldani:

o 0 o 0
<8t+6x><8t_8x>u:u”_uxx:0 (4)
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1D hullamegyenlet

Az egydimenziés hullamegyenlet
A d’'Alembert formula

» Az egydimenzids hullamegyenlet kezdeti érték probléméja az R-en:
Uy — Uy =0 R x (0, 00)-en
u=g, u=h Rx{t=0}en, (3)
ahol g és h az adott kezdéfeltételek.

» Ezt a masodrendi egyenletet a kovetkezé atalakitassal tudjuk

megoldani:
0 0 0 0
Qn*w)(m‘aﬁ”:“fﬂmzo (4)

» Ebbé&l kiindulva a kezdeti feltételeket tartalmazé d’Alembert
formulahoz jutunk. (x € R, t > 0)

X+t

ol 1) = 5 lglx + 1) + gx — )] + t/mg Q
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G8mbi megoldasok
o0

GSmbi megoldasok

» A hullamegyenlet kezdeti érték feladata u € C™(R" x [0, 00))-re
(n>2,m>2):
upr —Au=0 R" x (0,00)-en
u=g,uy=h R x{t=0}-en, (6)
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G8mbi megoldasok
o0

GSmbi megoldasok

» A hullamegyenlet kezdeti érték feladata u € C™(R" x [0, 00))-re
(n>2,m>2):

upr —Au=0 R" x (0,00)-en
u=g,uy=h R x{t=0}-en, (6)

> Vezessiik be az alabbi médon definidlt integrélok feliileti atlagat!

Ulxir 1) = / u(y, )dS(y) = uds (7)
OB(x,r)

1
na(n)rnil /83()(,1’)
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G8mbi megoldasok
o0

GSmbi megoldasok

» A hullamegyenlet kezdeti érték feladata u € C™(R" x [0, 00))-re
(n>2,m>2):

upr —Au=0 R" x (0,00)-en
u=g,uy=h R x{t=0}-en, (6)

> Vezessiik be az alabbi médon definidlt integrélok feliileti atlagat!

1
Ulxir,t) = /88(”) u(y,t)dS(y):rm(n)rnl/aB(X,)udS (7)

» A hullamegyenlet felhasznalasaval az alabbi, Euler-Poisson-Darboux
egyenlethez jutunk:

-1
Utt - UI’I’ — %U, =0 R+ X (07 OO)—en
U=G,U;=H Ry x{t=0}-en. (8)
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G8mbi megoldasok
(] J

Euler-Poisson-Darboux egyenlet

» Szamitsuk ki az U r szerinti derivéltjait!

Unirt) = / Auly. t)dy (9)
B(x,r)

n

- . -
Unr(x;r,t) = / AudS + ( - 1) / Audy (10)
OB(x,r) n B(x,r)
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G8mbi megoldasok
(] J

Euler-Poisson-Darboux egyenlet

» Szamitsuk ki az U r szerinti derivéltjait!

Unirt) = / Auly. t)dy (9)
B(x,r)

n

- . -
Unr(x;r,t) = / AudS + ( - 1) / Audy (10)
OB(x,r) n B(x,r)

» A hullamegyenlet értelmében u,; = Au, tehat:

r 1 1
_! dy = — L d 1
Ur n/B(XJ) U dy na(n) r"_l /B(X,r) Ugay ( )

A hullamegyenlet megoldasa magasabb dimenziékban Orban Agnes, Fabian Gabor, Kolozsi Zoltan



G8mbi megoldasok
(] J

Euler-Poisson-Darboux egyenlet

» Szamitsuk ki az U r szerinti derivéltjait!

Unirt) = / Auly. t)dy (9)
B(x,r)

n

- . -
Unr(x;r,t) = / AudS + ( - 1) / Audy (10)
OB(x,r) n B(x,r)

» A hullamegyenlet értelmében u,; = Au, tehat:

r 1 1
_! dy = — L d 1
Ur n/B(XJ) U dy na(n) r"_l /B(X,r) Ugay ( )

> A hullamegyenlet segitségével igy meghataroztuk Ug-t, az
Euler-Poisson-Darboux egyenlethez jutottunk!

1
(r"_lU,), = / Uttds = r"_l/ Uttds = r"_lUtt
na(n) B(x,r) BB(x,r)

(12)
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3D hullamegyenlet
@00

Megoldas n=3-ra |

» A megoldashoz terviink, hogy az Euler-Poisson-Darboux egyenletet
az 1D hullamegyenlet alakjara hozzuk!
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3D hullamegyenlet
@00

Megoldas n=3-ra |

» A megoldashoz terviink, hogy az Euler-Poisson-Darboux egyenletet
az 1D hullamegyenlet alakjara hozzuk!

> n = 3-ra tegyiik fel, hogy u € C?(R3 x [0,00)) oldja meg az n
dimenziés hullamegyenlet kezdeti érték feladatat (6).
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3D hullamegyenlet
@00

Megoldas n=3-ra |

» A megoldashoz terviink, hogy az Euler-Poisson-Darboux egyenletet
az 1D hullamegyenlet alakjara hozzuk!

> n = 3-ra tegyiik fel, hogy u € C(R3? x [0,00)) oldja meg az n
dimenziés hullamegyenlet kezdeti érték feladatat (6).

> Vezessiik be az alabbi fiiggvényeket a korabban bevezetett U, G, H
gémbfeliiletre vett tlagok segitségével:

U:=rU, G:=rG, H:=rH, (13)

mivel azt feltételezziik ezek megoldjak az alabbi kezdeti érték
problémat:

—U,=0 Ry x(0,00)-en
U=G,0,=H R, x{t=0}-en

U=0 {r=0}x(0,00)-en, (14)

(e}
=
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3D hullamegyenlet
oeo

Megoldas n=3-ra Il

» U megoldja a (14) probléemat (az E-P-D-egy. segitségével):

. e 2 -
U = Uy 2P, {U,, + ru,} =WU+rl,), =0, (1)
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3D hullamegyenlet
oeo

Megoldas n=3-ra Il

» U megoldja a (14) probléemat (az E-P-D-egy. segitségével):

. e 2 -
U = Uy 2P, {U,, + ru,} =WU+rl,), =0, (1)

» Tehat alkalmazzuk a d’Alembert formulat (5) a ,radialis”
hullamegyenletre (14), és 0 < r < t-re a kovetkez6t kapjuk:

r+t

U0 ) = o160+ 1)~ G(t ] + 5 / fy)dy — (16)

—r+t
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3D hullamegyenlet
oeo

Megoldas n=3-ra Il

» U megoldja a (14) probléemat (az E-P-D-egy. segitségével):

. e 2 -
U = Uy 2P, {U,, + ru,} =WU+rl,), =0, (1)

» Tehat alkalmazzuk a d’Alembert formulat (5) a ,radialis”
hullamegyenletre (14), és 0 < r < t-re a kovetkez6t kapjuk:

r+t

U0 ) = o160+ 1)~ G(t ] + 5 / fy)dy — (16)

—r+t

> A feliileti atlag definiciéjabol u(x, t) = lim,_o+ U(x; r, t), tehat:

u(x,t) = lim Ui t) _ G'(t) + H(t) = (tG(t)) + tH(t) =

r—0t r
t / gd5> Yt / hdS  (17)
OB(x,t) OB(x,t)
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3D hullamegyenlet
ooe

A Kirchhoff egyenlet

» Az u-ra kapott (17) &sszefiiggésben fejezziik ki a G;-t:

0 9
ot </83 (x,t) (y)dS(y)> ot </88 0.1) g(X + tZ)dS(Z)) =

— /63(0’1) Dg(x + tz) - 2dS(z) = /as(x,t) Dg(y) - <th> dS(y)
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3D hullamegyenlet
ooe

Kirchhoff egyenlet

» Az u-ra kapott (17) &sszefiiggésben fejezziik ki a G;-t:

0 9
ot </<93 (x,t) (y)dS(y)> ot </88 0.1) g(X + tZ)dS(Z)) =

B e (r—x
_ /GB(O’I)Dg(tz) dstz) = [ o DEW) ( : )dS(y)
(18)

> Ebbdl azt kapjuk, a kezdeti érték feladat megoldasa a Kirchhoff
formula (x € R3,t > 0):

u(x. t) = / [t-hy) + g(y) + Dely) - (v — )] dS(y). (19)
OB(x,t)
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2D hullamegyenlet
[ Jelele]e}

Megoldas n=2-re |

» Az n = 2 esetében nem taldlunk olyan egyszer(i transzforméaciét,
mint n = 3-nal, ezért a problémat 3 dimenzidban oldjuk meg, a 3.
helyvaltozé kikiiszobolésével.

Tehat feltételezziik, hogy a megoldas u € C2(R? x [0, 00)) alaka, és
bevezetjik T-t:
U(x1, X2, x3, t) = u(xy, X2, t) (20)
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2D hullamegyenlet
[ Jelele]e}

Megoldas n=2-re |

» Az n = 2 esetében nem taldlunk olyan egyszer(i transzforméaciét,
mint n = 3-nal, ezért a problémat 3 dimenzidban oldjuk meg, a 3.
helyvaltozé kikiiszobolésével.

Tehat feltételezziik, hogy a megoldas u € C2(R? x [0, 00)) alaka, és
bevezetjik T-t:
U(x1, X2, x3, t) = u(xy, X2, t) (20)

» Ennek megfelel6en a 2 dimenzids kezdeti feltételeket is terjessziik ki
3D-be. g — g, h— h
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2D hullamegyenlet
[ Jelele]e}

Megoldas n=2-re |

» Az n = 2 esetében nem taldlunk olyan egyszer(i transzforméaciét,
mint n = 3-nal, ezért a problémat 3 dimenzidban oldjuk meg, a 3.
helyvaltozé kikiiszobolésével.

Tehat feltételezziik, hogy a megoldas u € C2(R? x [0, 00)) alaka, és
bevezetjik T-t:
U(x1, X2, x3, t) = u(xy, X2, t) (20)

> Ennek megfelel6en a 2 dimenziés kezdeti feltételeket is terjessziik ki
3D-be. g — g, h— h

> Az igy gyartott fiiggvényekre az n = 3 dimenziés hullamegyenlet
lesz érvényes (6).
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2D hullamegyenlet
[ Jelele]e}

Megoldas n=2-re |

» Az n = 2 esetében nem taldlunk olyan egyszer(i transzforméaciét,
mint n = 3-nal, ezért a problémat 3 dimenzidban oldjuk meg, a 3.
helyvaltozé kikiiszobolésével.

Tehat feltételezziik, hogy a megoldas u € C2(R? x [0, 00)) alaka, és
bevezetjik T-t:
U(x1, X2, x3, t) = u(xy, X2, t) (20)
> Ennek megfelel6en a 2 dimenziés kezdeti feltételeket is terjessziik ki
3D-be. g — g, h— h

> Az igy gyartott fiiggvényekre az n = 3 dimenziés hullamegyenlet
lesz érvényes (6).

> Az x = (x1,x0) € R? és X = (x1, x2,0) € R? jeldléssel a 3 dimenziés
megoldas, (17) segitségével:

u(x,t) = d(x,t) = % (t/ gd5> + t/i hdS (21)
9B(X,t) OB(X,t)
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2D hullamegyenlet
[e] lele]e}

Megoldas n=2-re Il

> Az el6bbi dsszefiiggésben B(x, t) az R3-beli x kézépponta, t > 0
sugar( gdmbat jeldli, B(x, t) pedig ennek a 2 dimenziés feliiletét.
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2D hullamegyenlet
[e] lele]e}

Megoldas n=2-re Il

> Az el6bbi dsszefiiggésben B(x, t) az R3-beli x kézépponta, t > 0
sugar( gdmbat jeldli, B(x, t) pedig ennek a 2 dimenziés feliiletét.

» Minket ezen gombnek csak egy metszete érdekel, egy ilyen félkor

paraméterezése: v(y) = /t? — |y — x|,y € B(x, t).
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2D hullamegyenlet
[e]e] le]e}

Megoldas n=2-re Il

» Fejtsiik ki a (21)-ban megjelend feliileti atlagokat!
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2D hullamegyenlet
[e]e] le]e}

Megoldas n=2-re Il

» Fejtsiik ki a (21)-ban megjelend feliileti atlagokat!

> Itt a OB(x, t) kornek a ,feliiletének” (keriiletének) kiszamitasahoz a

/14 |Dv|? ivelemeket kell a felintegralnunk 2-szer, mivel két
felkorrsl beszéliink.
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2D hullamegyenlet
[e]e] le]e}

Megoldas n=2-re IlI

» Fejtsiik ki a (21)-ban megjelend feliileti atlagokat!

> Itt a OB(x, t) kornek a ,feliiletének” (keriiletének) kiszamitasahoz a
/14 |Dv|? ivelemeket kell a felintegralnunk 2-szer, mivel két
felkorrsl beszéliink.

» Az ivelem: ;

VI[P = ———.
Dy o —

Orban Agnes, Fabian Gabor, Kolozsi Zoltan
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2D hullamegyenlet
[e]e] le]e}

Megoldas n=2-re IlI

» Fejtsiik ki a (21)-ban megjelend feliileti atlagokat!

> Itt a OB(x, t) kornek a ,feliiletének” (keriiletének) kiszamitasahoz a
/14 |Dv|? ivelemeket kell a felintegralnunk 2-szer, mivel két
felkorrsl beszéliink.

t
VIt DW= —— — .
Dy o —

— 1 _
gdS — — / gdS =
/as(x,t) 4mt? JoB(x.t)

2 RONMEZOEE (22)

- 47Tt2 B(x,

» Az ivelem:

» Tehat:

1 _sly) / _sly) d
21t e ) \/ 12 Iy—XI2 B(x,t) Iy—X\2
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2D hullamegyenlet
[e]e]e] e}

Megoldas n=2-re IV

> A kifejtett alakot irjuk be az u(x, t)-re kapott képletbe!

w06, = 5t (e v )+
2 h(y)
+%fB(x,t) \/ﬁdy

(23)
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2D hullamegyenlet
[e]e]e] e}

Megoldas n=2-re IV

> A kifejtett alakot irjuk be az u(x, t)-re kapott képletbe!

w06, = 5t (e v )+
2 h(y)
+%fB(x,t) \/ﬁdy

» Paraméterezziik at az I. tagot!

el () _ 20 (x+tz)
ot <t2f3(x,t) \/,pg_l}_/yi_ﬂdy) = ot (tfs(o,n \g/mdz> (24)
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2D hullamegyenlet
[e]e]e] e}

Megoldas n=2-re IV

> A kifejtett alakot irjuk be az u(x, t)-re kapott képletbe!

9
u(x,t) =34 (tsz(x,t) \/pér(\);/ixp >
R

» Paraméterezziik at az I. tagot!

o (y) ) (x+tz)
ot <t2f3(x,t) \/,pg_l}_/yi_ﬂdy) = ot (tfs(o,n \g/mdz> (24)

> Az el6bb kapott kifejezés alapjan az I. tag:

l. tag = fB(O ) g(x+tz) dz + th 0.1) Dg(x+tz)- Dg(xttz)z 4

ﬁ ViR

y)+D X
th (x,t) )/t2 gl(;/) Xﬁz )dy (25)
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2D hullamegyenlet
[e]e]e]e] }

A Poisson egyenlet

» Tehat ezekbdl a a hullamegyenlet kétdimenzios kezdeti érték
probléméajanak megoldasahoz, a Poisson formuldhoz jutunk:
(x eR%,t > 0)

u(x, t) = ;/B(X’t) tg(y) + h(y) + tDg(y) (v —x)

Vo7 - 20
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2D hullamegyenlet
[e]e]e]e] }

A Poisson egyenlet

» Tehat ezekbdl a a hullamegyenlet kétdimenzios kezdeti érték
probléméajanak megoldasahoz, a Poisson formuldhoz jutunk:
(x eR%,t > 0)

u(x, t) = ;/B(X’t) tg(y) + h(y) + tDg(y) (v —x)

Vo7 - 20

> Az alkalmazott megoldasi médszer neve: Ereszkedés médszer
(Method of descent)
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Diszkusszié
[ ]

Kitekintés
A hullamegyenlet megoldasa magasabb dimenziékban

» Az 3 és 2 dimenzids esethez hasonléan n > 3 esetekre is az
Euler-Poisson-Darboux egyenletre fogjuk visszavezetni az
egyenleteinket.
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Diszkusszié
[ ]

Kitekintés

A hullamegyenlet megoldasa magasabb dimenziékban

» Az 3 és 2 dimenzids esethez hasonléan n > 3 esetekre is az

Euler-Poisson-Darboux egyenletre fogjuk visszavezetni az
egyenleteinket.

» Paros dimenzidk esetén az elébbi példdhoz hasonléan eggyel
magasabb (paratlan) dimenziéban oldjuk meg a problémat és
.ereszkediink le" az altalunk érdekelt paros dimenziéba.
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Orban Agnes, Fabian Gabor, Kolozsi Zoltan



Diszkusszié
L]

Konklazié

» Paros n esetén a megoldashoz g-t és h-t a teljes B(x, t)-n ismerni
kell, nem elég 0B(x,t)-n
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Diszkusszié
L]

Konklazié

» Paros n esetén a megoldashoz g-t és h-t a teljes B(x, t)-n ismerni
kell, nem elég 0B(x,t)-n

» Ha n > 3 paratlan, akkor g és h egy adott x pontban a megoldast
csak a ¢ = {(y, t)|t > 0,|x — y| < t} kap hataran {(y,t)|t > 0,
|x — y| = t} befolyasoljak. Paros n esetén viszont g és h a teljes
kapban hatnak u-ra.
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» Mas szavakkal:

az x-bél terjed6 zavar egy éles hullamfronton terjed paratlan
dimenziéban, de parosban a hullamfront athaladasa utan is lesz
hatasa.
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» Irodalom:

Lawrence C. Evans: Partial Differential Equations
American Mathematical Society, 1998
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Koszonjik a figyelmet!
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