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Topologikus terek

» Topologikus tér: nyilt halmazok adottak (teljesitik a megfel
kovetelményeket).
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Topologikus terek

» Topologikus tér: nyilt halmazok adottak (teljesitik a megfel

kovetelményeket).
» Egy halmaz kompakt, ha tetszOleges nyilt fedésébdl
vélaszthatd véges fedés.

Kompaktsag metrikus terekben

Lencsés Maté, P6cza Tamds, Stelczer Gabor
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Metrikus terek

» Az (X, p) part metrikus térnek nevezziik, ha p az X halmaz
elemeibdl vett (x,y) parok nemnegativ valds fiiggvénye, és
Vx,y,z € X-re teljesiilnek: p(x,y) =0<= x =y,

p(x,y) = ply,x) és p(x,y) < p(x,2) + p(z, ).
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» Az (X, p) part metrikus térnek nevezziik, ha p az X halmaz
elemeibdl vett (x,y) parok nemnegativ valds fiiggvénye, és
Vx,y,z € X-re teljesiilnek: p(x,y) =0<= x =y,

p(x,y) = ply,x) és p(x,y) < p(x,2) + p(z, ).

» A metrika természetes médon topoldgat hatdroz meg (nyilt

goémbok).
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Metrikus terek

» Az (X, p) part metrikus térnek nevezziik, ha p az X halmaz
elemeibdl vett (x,y) parok nemnegativ valds fiiggvénye, és
Vx,y,z € X-re teljesiilnek: p(x,y) =0<= x =y,

p(x,y) = ply,x) és p(x,y) < p(x,2) + p(z, ).

» A metrika természetes médon topoldgat hatdroz meg (nyilt

goémbok).

» Egy halmaz prekompakt ha lezardsa kompakt.
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Metrikus terek

» Az (X, p) part metrikus térnek nevezziik, ha p az X halmaz
elemeibdl vett (x,y) parok nemnegativ valds fiiggvénye, és
Vx,y,z € X-re teljesiilnek: p(x,y) =0<= x =y,

p(x,y) = ply,x) és p(x,y) < p(x,2) + p(z, ).

» A metrika természetes médon topoldgat hatdroz meg (nyilt
goémbok).

» Egy halmaz prekompakt ha lezardsa kompakt.

» Egy tér sorozatkompakt, ha minden végtelen sok elemii
részhalmazdnak van torléddsi pontja.
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Bevezetés, topologikus terek, metrikus terek

Metrikus terek

» Az (X, p) part metrikus térnek nevezziik, ha p az X halmaz
elemeibdl vett (x,y) parok nemnegativ valds fiiggvénye, és
Vx,y,z € X-re teljesiilnek: p(x,y) =0<= x =y,

p(x.y) = ply,x) és p(x,y) < p(x,2) + p(z, y).

» A metrika természetes médon topoldgat hatdroz meg (nyilt
goémbok).

» Egy halmaz prekompakt ha lezardsa kompakt.

» Egy tér sorozatkompakt, ha minden végtelen sok elemii
részhalmazdnak van torléddsi pontja.

» Egy metrikus tér teljes, ha benne minden Cauchy-sorozat
konvergens, azaz van torléddsi pontja.
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» Ha egy tér kompakt, akkor sorozatkompakt.
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Tételek, biz. nélkul

» Ha egy tér kompakt, akkor sorozatkompakt.

» Teljes metrikus térben vegyiink egy zart halmazokbdl allé
Anpt1 C A, halmazsorozatot. Ekkor ﬂﬁozl A, metszethalmaz
nem lires, és egyetlen pontbdl all.
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Teljes korlatossag

» Legyen R = (X, p) metrikus tér, M C X, ¢ pedig tetsz6leges
pozitiv szdm. Egy A C X halmazt M e-haldjanak nevezziik,
ha Vx € M-hez Ja € A, melyre p(x,a) < ¢.
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Teljes korlatossag

» Legyen R = (X, p) metrikus tér, M C X, ¢ pedig tetsz6leges
pozitiv szdm. Egy A C X halmazt M e-haldjanak nevezziik,
ha Vx € M-hez Ja € A, melyre p(x,a) < ¢.

» Az M halmazt teljesen korlatosnak nevezziik, ha tetszéleges,
pozitiv € szdmhoz létezik véges elem(i £-halé.
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Teljes korlatossag

» Legyen R = (X, p) metrikus tér, M C X, ¢ pedig tetsz6leges
pozitiv szdm. Egy A C X halmazt M e-haldjanak nevezziik,
ha Vx € M-hez Ja € A, melyre p(x,a) < ¢.

» Az M halmazt teljesen korlatosnak nevezziik, ha tetszéleges,
pozitiv € szdmhoz létezik véges elem(i £-halé.

> Példa: A sik egész koordinatajii pontjai v/2/2-halét alkotnak.
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Példa nem teljesen korlatos halmazra

> Tekinsiik h-t, azaz az onan sorozatokat, melyekre:

Soheq x2 < oo. Metrika: p(x,y) = /> peq (k — yk)2.
Megmutathaté, hogy ez ,,jé" metrika.
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Példa nem teljesen korlatos halmazra

> Tekinsiik h-t, azaz az onan sorozatokat, melyekre:

Soheq x2 < oo. Metrika: p(x,y) = /> peq (k — yk)2.
Megmutathaté, hogy ez ,,jé" metrika.

> Vegyiik h-n az S egységgombaot (ami nyilvan korlatos).
Legyen e, € h az a sorozat, melynek midnen eleme 0, kivéve
az n-edik, ami 1. Ezen pontok rajta vannak S-en, tetszdleges
n # m-ra p(en, em) = V2. Ebbél 1athaté, hogy tetszdleges
£ < /2/2-re mar nem adhaté meg véges elemii e-halé, igy I
egységgombje nem teljesen korlatos.
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Teljes korldtossag kovetkezményei (nem bizonyitjuk)

» Teljesen korlatos halmaz korlatos.
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Teljes korldtossag kovetkezményei (nem bizonyitjuk)

» Teljesen korlatos halmaz korlatos.

» Teljesen korlatos halmaz lezarasa is az.
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Teljes korldtossag kovetkezményei (nem bizonyitjuk)

» Teljesen korlatos halmaz korlatos.
» Teljesen korlatos halmaz lezarasa is az.

» Teljesen korlatos térben a sorozatkompaktsag és a
kompaktsag ekvivalensek (Ez fontos lesz!!).
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Teljes korlatossag és kompaktsdg kapcsolata

> Az el6adds legfontosabb tétele: Egy (X, p) metrikus tér akkor
és csak akkor kompakt, ha egyedejlileg teljesiinek a kovetkezo
feltételek: 1. (X, p) teljesen korlatos és 2. (X, p) teljes.
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Teljes korlatossag és kompaktsdg kapcsolata

> Az el6adds legfontosabb tétele: Egy (X, p) metrikus tér akkor
és csak akkor kompakt, ha egyedejlileg teljesiinek a kovetkezo
feltételek: 1. (X, p) teljesen korlatos és 2. (X, p) teljes.

» Bizonyitds (= 1.): Fedjiik le a teret € sugari nyilt gombokkel.
A tér kompaktsdga miatt ebbdl vilaszthaté véges fedés. Ekkor
a kivalasztott gombok kozéppontjai e-halét alkotnak.
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Teljes korlatossag és kompaktsdg kapcsolata

> Az el6adds legfontosabb tétele: Egy (X, p) metrikus tér akkor
és csak akkor kompakt, ha egyedejlileg teljesiinek a kovetkezo
feltételek: 1. (X, p) teljesen korlatos és 2. (X, p) teljes.

» Bizonyitds (= 1.): Fedjiik le a teret € sugari nyilt gombokkel.
A tér kompaktsdga miatt ebbdl vilaszthaté véges fedés. Ekkor
a kivalasztott gombok kozéppontjai e-halét alkotnak.

» (= 2.) Legyen (xp) sorozat Cauchy, melynek nem létezik
hatarértéke, tehat torléddsi pontja sincs. Azonban a tér
kompakt, igy sorozatkompakt, tehat ellentmondasba
kertilttink.
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Bizonyitas folytatasa

(<)

Elég sorozatkompaktsagot latni, legyen (x,) sorozat, mutassuk
meg, hogy van torléddsi pontja. Tekintsiik a tér egy véges
1-haléjat, melynek minden pontja koré vegylink fel zart
egységgomboket. Ezek lefedik a teret és véges sokan vannak, tehat
valamelyik tartalmazza (x,) végtelen sok elemét, jeldljiik ezt a
részsorozatot (x,(,l))—el. Legyen ez a gdmb By. Bi-nek tekintsiik
valamely véges 1/2-h3léjét, vegylink ennek pontjai koril 1/2
sugar gomboket. Hasonldéan ezek kozott is van egy, mely
tartalmazza (x,(,l)) végtelen sok elemét, legyen ez Bs.
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Bizonyitas folytatasa

Folytassuk a fenti eljarast. Mindegyik B,-hez tekintsiik azokat a
zart gomboket, melyek kozéppontja ugyanaz, de sugaruk kétszeres,
jeloljik ezeket A,-el. Ekkor A,-ek egymdst tartalmazé gombok,
teljesség miatt (17—, A, nem lires, és csak egyetlen xo pontbdl all.
Ez az xp pont az eredeti (x,) sorozat torlédasi pontja, hiszen
barmely kornyzete tartalmazza valamely By gombot, melyben a
sorozat végtelen sok eleme megtaldlhaté. Tehat a tér
sorozatkompakt, azaz kompakt.
» Kovetkezmény: Metrikus terekben nem mindig igaz a
., kompakt = korlatos és zart”, hiszen pl. , egységgombje
korldtos és zart, mégsem kompakt.
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Definiciok

» Cla, b] az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvények tere, a
kovetkezé metrikdval: p(f, g) = maxa<x<p|f(x) — g(x)|.
Konnyl 1atni, hogy ez j6 metrika.
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Definiciok

» Cla, b] az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvények tere, a
kovetkezé metrikdval: p(f, g) = maxa<x<p|f(x) — g(x)|.
Konnyl 1atni, hogy ez j6 metrika.

» Az [a, b] intervallumon értelmezett fiiggvények valamely ¢
csalddjat egyenletesen korlatosnak nevezziik, ha létezik olyan
K szam, melyre Vx € [a, b] és Vi € ® esetén |p(x)| < K.
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Definiciok

» Cla, b] az [a, b] intervallumon folytonos fiiggvények tere, a
kovetkezé metrikdval: p(f, g) = maxa<x<p|f(x) — g(x)|.
Konnyl 1atni, hogy ez j6 metrika.

» Az [a, b] intervallumon értelmezett fiiggvények valamely ¢
csalddjat egyenletesen korlatosnak nevezziik, ha létezik olyan
K szam, melyre Vx € [a, b] és Vi € ® esetén |p(x)| < K.

> A & fliggvénycsalad egyenl6 mértékben egyenletesen
folytonos, ha tetszéleges € > 0 szamhoz 39 > 0 melyre
Vx1, x2 € [a, b] melyekre p(x1,x2) < 0 és V € ® fliggvényre
lp(x1) — elx2)| <e.
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Arzela tétele

» Az [a, b] intervallumon értelmezett folytonos fliggvények egy
® csalddja a CJa, b] térben akkor és csak akkor prekompakt,

ha egyenletesen korlatos és egyenlé mértékben egyenletesen
folytonos.
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Arzela tétele

» Az [a, b] intervallumon értelmezett folytonos fliggvények egy
® csalddja a CJa, b] térben akkor és csak akkor prekompakt,

ha egyenletesen korlatos és egyenlé mértékben egyenletesen
folytonos.

» Egyenlé mértékben egyenletesen folytonossdgot nehéz latni,
ezért haszniljuk egy erGsebb feltételt: derivéltjaik legyenek
korldtosak ugyanazzal a korlattal.
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Arzela tétele

» Az [a, b] intervallumon értelmezett folytonos fliggvények egy
® csalddja a CJa, b] térben akkor és csak akkor prekompakt,
ha egyenletesen korlatos és egyenlé mértékben egyenletesen
folytonos.

» Egyenlé mértékben egyenletesen folytonossdgot nehéz latni,
ezért haszniljuk egy erGsebb feltételt: derivéltjaik legyenek
korldtosak ugyanazzal a korlattal.

» Vegyiik C[0,27]-n az 1, sinx, cos x, sin 2x, cos 2x stb.
fuggvénycsaladot. Ez a fliggvénycsaldd nem lesz prekompakt,
hiszen a zérushelyeiknél a derivalt egyre nagyobb értéket vesz
fel. Tehat C[0, 27| egységgombje sem lesz kompakt.
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Irodalom

Kolmogorov - Fomin: A fliggvényelmélet és funkcionalanalizis
elemei
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Koszonom a figyelmet!

i, Lencsés Maté, P6cza Tamas, Stelczer Gab paktsag metrikus terekben
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