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X1, Xa,... fuggetlen és X-szel azonos eloszlasl, pozitiv egész értékeket
felvevd valdsziniiségi véltozé (feldjitasi idék)

P(X < M) =1 valamilyen M € N

1< x< M-re p.:=P(X=x)

To=0, T = Y1, X; (feljitasi idpontok)

Az n idépontban a, a legutdbbi feldjitas 6ta eltelt id6, (5, a kdvetkezd
feltjitasi idopontig hatralévo id6

@ Ha n= Ty, akkor o, =0 és B, = Xks1

@ v, = an + Bn annak a feldjitasi intervallumnak a hossza, amibe n esik

Magda Gabor, Szaller David, Tévari Endre Diszkrét idejii feltjitasi paradoxon



Y, = (an, Bn) Markov-lanc

Markov-tulajdonsag:

P (Y, = (an, bn) |Yo-1 = (an-1, bn-1),..., Y1 = (a1, b1)) =

_ 5a,,,0 * Pb, ha b,o1 =1
5an,a,,_1+1 : 5b,7,bn_171 ha b,—1 > 1
P

(Yn = (an, bn) | Yo—1 = (an—1, bn—1) ) = teljesiil a Markov-tulajdonség

} csak Y,_1-t6l fligg
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A Markov-lanc stacionarius eloszlasa

bp=1 (o ,
Atmenet: (a, by) z;; (0,y), ahol y X eloszlast véletlen szam

= (an+1,b,—1)

Plani1 =x,Bni1=y) =
M—1
=00 Y Plan=1,0r=1) p +(1=0c0) Plan=x—1,fr=y+1)
i=0

A staciondrius allapotban P(ani1 = X, Bny1 = y) és P(an = x, Bn = y) helyett
(oo = X, Boo = y)-t irhatunk:

= dx0 (oo = 1,800 =1) py+ (1 —x0) T(Aoc =x— 1,80 =y +1)

Magda Gabor, Szaller David, Tévari Endre Diszkrét idejii feltjitasi paradoxon



A Markov-lanc stacionarius eloszlasa

(0o = X, oo = y) =
M—1
= 0x0 Y (oo = 1,800 = 1)+ py + (1= 80) (e = x = 1, o = y +1)
i=0
Azaz x # 0 esetben (oo = X, 800 = ¥) = T(Acc =x — 1,000 =y + 1)
= (e = X, Boc = y) = 0(x + y) csak az &sszegtdl figg (rekurzivan
belathatd). Ha x =0 :

M—

(A = 0,000 =y) = ZTF(OLOO =1i,Boc =1)-py

i=0

-

oy)= > o(i+1)-p
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A Markov-lanc stacionarius eloszlasa

M
oy) = oli) - py (1)
j=1
A m(x,y) matrix elemeinek Gsszege egy teljes eseményrendszer valésziniisége,
igy 1 kell legyen.

M—-1 M—i
Zw(aw—l,,@w =j)=1
i=0 j=1
M—1M—i
D> eli+i)=1
i=0 j=1
M

S e =1 2)

(1)-et helyettesitsiik be (2)-be.
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A Markov-lanc stacionarius eloszlasa

M

oy) = oli)-py (1)

j=t

M M
1= iy olj)pi =
=1 j=1 i=1 Jj=1

—_——
o(i) B(X)

M
ipi » o())

M
1
Tehat Z o(j) = E(X)’ ezt (1)-be helyettesitve:
j=1

N _ Pi . _ — —
o(i) = E(x) & (oo = X, oo = y) = E(X)
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x—1

P(vo = X) = Place + foc = X) = Y m{ae =i, o =x — i) =

i=0

o) = xol) = 555

i=0

Ez a feldjitasi id6kbdl vett hossz-torzitott minta: az intervallumokat a
hossz-varhatéértékhez viszonyitott relativ hosszukkal silyozzuk.

Egy késdi (00) id8pont feldjitasi intervalluma hosszanak (annak az
intervallumnak a hossza, amibe a kései idépont beleesik) az eloszldsa nem
egyezik meg a feltjitasi intervallumok hosszanak eloszlasaval:

XPx
E(X)

P(1oo = X) = o # po = P(X = x)

Ez a feldjitasi paradoxon.
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Allitds: E(vs0) > E(X)

ll\:/ll
E(X) = ipi
i=1 y
(EX) =EX) Y i

Szamitsuk ki X szérasnégyzetét!

D*(X) = E (X*) = (B(X))* = > _ (*p — E(X)ip;) > 0

I
-

ha p; > 0 legalabb két i-re.
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E(X)-szel leosztva:

> (- ) >0
. E(vs) —E(X) >0
B() > B(X)

= kései idopontok feltjitasi intervallum-hosszanak varhaté értéke nagyobb a
feltjitasi intervallumok hosszanak varhaté értékénél.
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P(aco =y €S Yoo = x
Plas = y|7ee = x) = ( 1 )

P (Yoo = x) -
Px
_ (e =y, Bo=x-y) Ex _1
P(veo = x) 09 X

Qo €loszlasa rogzitett v mellett diszkrét egyenletes. Azaz a véletlenszerlien
valasztott idopont a hozza tartozd intervallumban egyenletes eloszlasu.
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Becslés 1 << n-re:

@ A nagy szamok térvénye alapjan n-ig kb feldjitas volt.

_n_
- E(X)
npx

@ Ennek py-ed része volt x hossziisagu, aza
nnek p része volt x z(sagl ZZIE(X)

db.

@ Ezek Osszhossza (mindegyik x hosszisagi) n X(X)
@ Ha egyenletes eloszlassal az 1. .. n idépontok koziil valasztunk, mennyi az
esélye, hogy x hosszlisagba esik?

x hossztsagu intervallumok 6sszhossza XPx
— P o =
- = B (Yoo = X)

= Markov-lancok nélkiil is kijon.
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Koszonom a figyelmet!
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En is!
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