Fizikus MSc Matematikai problémamegold6 gyakorlat (BMETE95MF00) iitemterv
2009 6&sz

1. Matematikai eszkdzok (részben ismétlés)
(a) Topologia, differencidlgeometria alapfogalmai (sokasagok, kiils§ szorzas, térfogati for-
mék, ...), Lie-csoportok (szept. 11., 18.) (Péter)

e W. M. Boothby: An introduction to differentiable manifolds and Riemannian
geometry

e V. I Arnold: A mechanika matematikai modszerei

(b) Mérték- és integralelmélet (dominalt és monoton konvergencia tételek, Fatou lemma,
Fubini tétel, Radon-Nykodim tétel, feltételes varhato érték, Haar mérték) (szept.
25.) (Péter)

e R. B. Ash: Measure, integration, and functional analysis

e P. Walters: Ergodic theory: introductory lectures (Haar mérték)

(c) Komplex fiiggvénytan (okt. 2.) (Marci)
e Laurent sorfejtés, konform leképzések, konturintegralok, Fourier-Laplace transz-

formacio
2. Parcialis diffegyenletek:
(a) Linearis parcialis differencialegyenletek megoldasa (tér- és id6valtozok szeparalasa,
Fourrier modszerek, Green fiiggvény) (okt. 9.) (Marci)

e L. C. Evans: Partial differential equations

(b) Nemlinearis parcialis differencidlegyenletek: megmaradési torvények és Hamilton-
Jacobi egyenletek, nemlineéris hullamok (okt. 16.) (Marci)

e L. C. Evans: Partial differential equations

1. Beszamolok: 5 x 18 perc (okt. 30.)

3. Ergodelmélet és dinamikai rendszerek:

(a) Alap definiciok, ergodtételek, alkalmazasok; fraktalok (nov. 6., (20.)) (Péter)

e M. Brin, G. Stuck: Introduction to dynamical systems
4. Sztochasztikus folyamatok: Fizikdhoz kozeli folyamatok és alkalmazasok

(a) Markov folyamatok: diszkrét idében (pl. bolyongésok, esetleg kapcsolat dramkorok-
kel), Poisson folyamat, folytonos idejd ugr6 és nem ugro6 folyamatok (Brown-mozgés
és hévezetési egyenlet) (nov. 13., 20.) (Marct)

e S. I. Resnick: Adventures in Stochastic Processes

(b) Néhéany példa a statisztikus fizika matematikai modszereibdl (dualitas, konturok?);
par sz6 a perkolaciorol (dec. 4.) (Marci)

e G. Grimmett: Percolation

2. Beszamolodk: 5 x 18 perc (dec. 11.)




Datum Téma Beadandé
szept. 11. Topologia, diff.geo. alapjai -

szept. 18. Differencidlgeometria HF+#1
szept. 25. Meértékelmeélet HF#2
okt. 2. Komplex fiiggvénytan HF#3
okt. 9. Linearis parc. diff.egyenletek HF#4
okt. 16. Nemlinearis parc. diff.egyenletek HF#5
okt. 30. - 1. beszamolo
nov. 6. Ergodelmélet HF+#-6
nov. 13. Sztochasztikus foly. HF#7
nov. 20. | (Ergodelmélet,) Sztochasztikus foly. HF#8
dec. 4. Sztochasztikus foly. HF#9
dec. 11. - 2. beszamold

Osszetettebb feladatok az 1. beszamoloéra:
1. Topologia
2. Differencialgeometria
3. Még egy differencidlgeometria
4. Mértékelmélet
5. Komplex fliggvénytan
6. Lineéris parciélis differencidlegyenletek

7. Nemlineéris parciélis parcidlis differencidlegyenletek

Osszetettebb feladatok a 2. beszamolora:
8. Ergodelmélet
9. Hausdorftf dimenzi6
10. Brown-mozgas
11. Poisson folyamat
12. Markov lanc

13. Perkolacio vagy statisztikus fizika

Hazi feladatok a kovetkezs oldalon.

Balazs Marton, Balint Péter



Hazi feladatok
Fizikus MSc Matematikai problémamegoldé gyakorlat, 2009 sz

Minden héten 12 pontnyi feladat van kittizve, mindegyik beadand6. A feladat annyi pontot ér,
ahény ® van mellette. Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklassal fogadunk el.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2009.09.18. Ezen a héten még csak harom feladat van, késébb tébb is
lehet majd.)

HF 1.1°¢¢°

HE 1.2°°¢

HE 1.3°°°°

Emlékeztets — egy metrikus térbdl metrikus térbe valo ® : (M, dy) — (N, dy) leké-
pezés folytonossaganak két lehetséges definicidja:

Definicio 1 Minden (M-beli) nyilt hamaz 6sképe nyilt halmaz (N-ben).

Definicio 2 Vx € M pontra, és Ve > 0-ra 3§ > 0 (ez fligghet e-to6l és x-tdl is), hogy
y e M, dy(x,y) <0 esetén dy(P(x), P(y)) < e.

Mutassuk meg, hogy ha ® Definici6 1 értelmében folytonos, akkor Definicio 2 értel-
mében is az. (Megj: ez kénnyebb, mint az 6ran bizonyitott méasik irany.)

Legyen M teljes szeparabilis metrikus tér, K, Ko C M pedig diszjunkt, kompakt
halmazok (K; N Ky = ().

a) Rogzitsiink egy xo ¢ K; pontot, és mutassuk meg, hogy ennek Ki-t6l valo tavol-
saga pozitiv: IRy > 0, hogy d(x,z¢) > Ry minden = € K pontra.

b) Mutassuk meg, hogy K; és K, tavolsaga pozitiv, azaz IR > 0, hogy d(z,y) > R
minden x € K; és y € K5 esetén.

¢) Mutassunk példat arra, hogy ha a két halmaz koziil valamelyik nem kompakt,
akkor a diszjunktsdgukbol nem feltétleniil kovetkezik, hogy a tavolsagukra van
pozitiv alsé korlat.

Forgassuk meg a (b,0) kozéppontu, a sugart korvonalat az origo koril (b > a > 0
tetszoleges szdmok), a kapott feliilet a T? = S' x S torusz. Mutassuk meg, hogy T?
egy kétdimenzios C™ sokasag. (Megj.: az 6rdn tanultak alapjan: elég az S' korvonal
egy térképezését megkonstrualni (miért?))

2.HF': (Beadasi hatarids: 2009.09.25. Ezen a héten is csak harom feladat van, de késébb tényleg
tobb is lehet majd.)

HE 2.1

HEFE 2.2¢¢¢¢

Legyen M egy sima sokasig, X és Y sima vektormez6k M-n. M minden p pont-
jaban értelmezhetjiik az alabbi linearis operatorokat, melyek a (p kis koérnyezeté-
ben értelmezett) f sima fliiggvényeken hatnak: (1) (XY),(f) = X,(Y(f)); (ii)
(YX),(f) = Y,(X(f)), (i) [X,Y], = (XY), — (YX),. Szavakban kifejezve: (i)
és (ii) a két vektormezs kétféle sorrendben vett egymas utani alkalmazasaval kapott
operéator, (iii) pedig ezek kiilonbsége. Mutassuk meg, hogy

a) (XY), ugyan linearis operator (ellendrizziik ezt is), de mégsem érintGvektor, mert
nem feltétlen teljesiti a Leibniz szabalyt;

b) [X,Y], érintévektor, azaz ra a Leibniz szabaly is teljesiil. (Az igy adodo M-n ér-
telmezett sima vektormez6t — [ X, Y]-t —az X ésY vektormezsk kommutéatoranak
vagy Lie-zarojelének is szoktak nevezni.)

Utmutatds: a (b) feladatnal ellendrizni kell, hogy a Leibniz szabaly tetszdleges f, g
fiiggvényekre és X,Y vektormezdkre teljesiil. (a)-hoz elég mutatni egy ellenpéldat,
ilyen mar abban az esetben is van, amikor M = R?, X és Y parcialis derivalasok, f
és g pedig koordinata-fiiggvények.

Szemléltessiik az alabbi vektormezdsket és az altaluk generalt egyparaméteres csoport-
hatéasokat.



a) Tekintsiik R*n a

cosat sinat 0 T T
O(t,z) = | —sinat cosat 0 To | ; = 2z, | eR?
0 0 1 T3 €3

egyparaméteres csoporthatést, ahol a > 0 tetsz6leges pareméter. Milyen vek-
tormezd generalja O(t, z)-t? Mutassuk meg, hogy ez a csoporthatas természetes
modon megszorithato S%re: z € S? (azaz |x| = 1) esetén O(t,z) € S?, Vt € R.
Szemlétessiik a vektormez6t és a csoporthatést is S%-n.

b) Tekintsiink T? = S' x S'-re tigy, mint a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetre, melynek a
szemkozti oldalait azonositjuk. Igy az (azonositott) négyzetoldalaktol eltekintve
az (11,7s), 0 < 1 < 1,0 < w3 < 1 koordinatak egy térképezését adjak T?-nek.
Legyenek az X és az Y vektormezdk ezen a térképen X = 8%_1 + 2%, illetve

Y = 8%1 + \/58%2 (ezek a teljes T2-re folytonos modon kiterjesztheték). Milyenek
lesznek a generalt egyparaméteres csoporthatasok palyai? (Hasonlitsuk ssze X
és Y palyait.)

HF 2.3°*** Az alabbi differencialformak koziil melyik zart és melyik egzakt?

a) M = R3-n a standard koordinatédkkal o = yz dzx + rz dy + zy dz;

b) M = R3-n a standard koordinatékkal 8 = x dx + 2%y* dy + yz dz;

c) M = S!, erre gy tekintiink, mint a [0, 1] intervallumra a két végpontjéval azo-
nositva, a 0 < x < 1 koordinata az (azonositott) végpontoktol eltekintve ad egy
térképet, ezen a térképen v = dx, melyet aztan folytonos modon kiterjesztiink
St-re.

3.HF': (Beadasi hatarids: 2009.10.02.)

HF 3.1°* Legyen F egy o-algebra, pu : F — [0,+00) végesen additiv halmazfiiggvény (azaz
A,Be F, ANB = () esetén pu(AU B) = u(A) + u(B)), és teljesiiljon p(0) = 0 is.
Mutassuk meg, hogy a kovetkezé tulajdonsagok ekvivalensek:

(i) p o-additiv, azaz ha Ay, As,... A, ..., ahol A; € F Vi, és A;NA; =0 hai#j:
akkor pu(lU;2; Ai) = D n(A;). (Masképp szolva p mértek.)
i=1

(ii) Legyen B; € F tetsz6leges monoton novekvd halmazsorozat, azaz B; C By Vi.
Ekkor p(|U;2, B;) = lim u(B,).

(i) Legyen C; € F tetszdleges monoton csokkend halmazsorozat, azaz C;yq C C; Vi.
Ekkor p((;2; Ci) = lim u(C,,).

HF 3.2** Legyen G kompakt topologikus csoport a Borel o-algebraval és a p Haar mértékkel.
Mutassuk meg, hogy ekkor minden U C G nyilt halmaz mértéke pozitiv. (Utmutatds:
a Haar mértékre igaz, hogy u(gU) = p(U) Vg € G, ahol gU is nyilt (miért is?);
hasznaljuk ezt és a kompaktsagot.)

HF 3.3°** Tekintsiik a kovetkez6 Borel mérhet§ halmazokat R-ben:

a) Modositsuk a triadikus Cantor halmaz konstrukciojat a kovetkezsképpen: indul-
junk ki a [0, 1] intervallumbol, és elss lépésben vagjuk ki a (2, 2) nyilt interval-
lumot, vagyis a kozéps6 negyedét. Igy kapjuk a D; halmazt, ami két % hosszu
intervallum tni6ja, a masodik 1épésben ezeknek is vagjuk ki a kozépsé negye-
dét (tehat mindketts kozepébdl egy-egy % hosszisagu intervallumot), igy adodik
D, négy egyforma hosszii intervallum tniodja, és igy tovabb. Mutassuk meg az
eljaras eredményérsl, a D = (.2, D; halmazrol, hogy kontinuum szamossagu,
belseje iires (ezekben a tulajdonsagokban hasonlit a Cantor halmazhoz), viszont
Lebesgue mértéke pozitiv.



b) Tekintsiik a [0, 1] intervallumbol a racionélis szamokat, ezek megszamlalhato so-
kan vannak, legyen ¢i,qs... egy felsorolasuk. Legyen tovabba e egy tetszéle-
gesen kicsi pozitiv szam, és G. = ;o (¢ — 27", ¢ + €27%), vagyis vessziik a
F. =10,1]\G.. Mutassuk meg, hogy egyrészt u(F.) > 1—e (itt u a Lebesgue mér-
ték), masrészt viszont F. seholsem sird. Ez alatt azt értjik, hogy nincs egyetlen
olyan (a,b) C [0,1] intervallum sem, amelyben F. stiri lenne, vagyis amelynek
minden pontjat el§ lehetne allitani F.-beli szdmok sorozaténak hatarértékeként.

HF 3.4°** Vizsgaljuk meg az alabbi f,, : [0,1] — R és g, : [0,1] — R fliggvénysorozatokat a
pontonkénti hatarértékiik és az integraljaik hatarértéke szempontjabol. Van-e olyan
f:10,1] = R, illetve g : [0,1] — R integralhato fiiggvény, hogy f,(xz) — f(x), illetve

1

gn(z) — g(x) Lebesgue majdnem minden z € [0, 1]-re? Mennyi lim <f fn(x)dx) és
n—oo 0

1
lim < Ik gn(x)dx>? Teljesiilnek-e a dominalt konvergencia tétel, a monoton konver-
0

n—oo
gencia tétel, valamint a Fatou lemma feltételei? Ha igen, mit mondanak ki ezek a
tételek a konkrét esetekben?

1.
n’z ha 0 <z < 1/n,
fo(®) =< 2n—n%r hal/n<x<2/n,
0 egyébként.

2. Irjuk fel n-t n = 2% 4 [ alakban, ahol k = 0,1,2... és 1 =0,1,...,2% — 1 (ez
minden n -re egyértelmten megtehets). Legyen ezek utan

! I+1
0 egyébként.

HF 3.5°° Tekintsiik a kovetkezs f : R? — R fiiggvényt:

1 ha O<z, 0<yés0<zx—y<lI,
flx)=4—-1 ha 0<z,0<yésO<y—az<1,
0 egyébként.

+oo [/ +00 +oo [/ +00
Szamoljuk ki [ (f f(x,y)d:c) dy-t és [ <f f(a:,y)dy) dz-t. Mi a helyzet a Fu-

bini tétellel? o
4.HF: (Beadasi hatarids: 2009.10.09.)

HF 4.1°* Egy intervallum harmonikus mértéke. Fontos a Dirichlet probléma a felsé félsi-
kon, az
1, haa <z <b,

0 pr—

u(z, 0) { 0, egyébként,

peremfeltétellel, ahol a < b valosak. Mutassuk meg, hogy az (a, b) intervallum
a(z) := Arg(z — b) — Arg(z — a)

harmonikus mértéke megoldja a fenti Dirichlet problémat. (Utmutatds: az Arg fiigg-
vényt szerettiik, és a Laplace operator linearis.).



HF 4.2°*** a) Oldjuk meg a Dirichlet problémat a felss félsikon az

(z. 0) 100°, ha —1<zx <1,
u(z, 0) =
0°, egyébként

peremfeltétellel (lasd el6zs feladat). Mutassuk meg kis geometriaval (kbzépponti-
kertileti szogek), hogy az izotermék a —1 és az 1 (komplex) pontokon atmend
korok, pontosabban a T' hémérsékletii izoterma a (0, ctg(n7/100°)) kozéppont,
1/sin(77/100°) sugara kor.

b) Mik a héaramlas gorbéi? (Utmutatds: mi is az Arg harmonikus konjugéltja?)

c) Valaszoljuk meg ugyanezeket a kérdéseket az els§ siknegyedben értelmezett Di-
richlet probléméara az

(2, y) = 100°, har=0és0<y<lvagy0<zx<1lésy=0,
EIZ Y 00, egyebkent

peremfeltétellel. (Utmutatds: mit csinal a w(z) = 2% ebbél a probléméabol?)

HF 4.3°*** a) Legyen z = x + iy és w = 1/z = u + iv. Mutassuk meg, hogy ekkor

o -y . .
= —— = ———, illetve forditva:
1 u(z, y) L v(z, y) x2—|—y2’1 etve forditva
() u —v
e =ane Y =ane

b) Lassuk be, hogy a sikon minden kor és egyenes
(2) A(z®> +4y)+ Bz +Cy+D =0

alakba irhat6. Forditva, minden (2) egyenlet egyenest vagy kort ir le, amennyiben
B? +C? > 4AD.
c) (1) és (2) alapjan mutassuk meg, hogy a w = 1/z inverzi6 egyenest egyenesbe
vagy korbe, kort is egyenesbe vagy korbe visz at.
d) Mutassuk meg, hogy z komplex linearis transzformélasa (azaz 2 = pz 4+ q; p, q €
C) kort korbe visz és egyenest egyenesbe visz.
e) Egy linedris tortleképzés
_az+b
w(z) = cz+d
alakt, ahol ad # bc valés szamok. Mutassuk meg, hogy akir z, akar w, vagy
akar mindketts komplex linearis transzforméalasa utan a transzforméltak kozott
tovabbra is egy lineéris tortleképzés a kapcsolat.

f) Az el6z6ek alapjan lassuk be, hogy barmely linearis tortleképzés egyenest egye-
nesbe vagy korbe, kort is egyenesbe vagy korbe visz at.

HF 4.4°° Legyen C' egy kor, és zy egy pont a belsejében. Bizonyitando, hogy azok a korok, me-
lyeken rajta van zy, és C-t két pontban merélegesen metszik, mind djra talalkoznak
egy 21, C-n kiviili pontban. Ezt a pontot hivjuk a zy C-re vetitett tikérképének. (Ut-
mutatds: van olyan linearis tortleképzés, amelyik C-t a valos tengelybe, és C belsejét
a fels félsikba viszi. Hova viszi ez a leképezés a zp-t tartalmazo, C-t merdSlegesen
metsz6 koroket?)

5.HF: (Beadasi hatarids: 2009.10.16.)



HF 5.1°* Legyen az u(z) skalarmennyiség az z € R" fiiggvénye, és r = |z| = /23 + -+ + 22.
Mutassuk meg, hogy ha u radiélis, azaz z-t6l csak r-en keresztiil fiigg, akkor a v(r) =
u(z) fuggvény segitségével

z-Yu(z) =710, és  Au(z) =0"(r)+ n-1

v'(r).

r

HF 5.2°*° Mutassuk meg, hogy a Laplace egyenlet forgatasinvarians: ha Au=0¢s O egy n xn
ortogonalis matrix, akkor v(z) : = u(Q ) is megoldja a Laplace egyenletet.

Alabb egy kis eléredolgozas a dyu(z, t) — Au(z, t) = 0 hdegyenlet iranyaban.

HF 5.3*** Tegyiik fel, hogy u sima, és megoldja a d;u — Au = 0 héegyenletet R™ x (0, co)-n.

a) Mutassuk meg, hogy minden valos A-ra uy(z, t) : = u(Az, A\?t) szintén megoldja
a hGegyenletet.
b) Ennek segitségével mutassuk meg, hogy

v(z, t) =z Yu(z, t) + 2tou(z, t)
is megoldja a hGegyenletet.
HF 5.4°*** Egy dimenzioban legyen u(z, t) = v(%)

a) Mutassuk meg, hogy
&gu = (‘ﬁu

pontosan akkor, ha
(3) 4z0"(2) + (24 2)0'(2) =0 (z > 0).

b) Mutassuk meg, hogy (3) altalanos megoldasa
v(z) = c/ e /45712 ds + d.
0

c¢) Lassuk be, hogy ha u egy megoldas, akkor 0,u is megoldja az egydimenzios hé-
egyenletet.

d) Tehat: differencialjuk az elébb kapott u(zx, t) = v(%) -t x szerint, majd va-

lasszuk meg megfelelGen a ¢ konstanst, hogy pont az egydimenzios fundamentalis
megoldast kapjuk:

1
u(z, t) = —e /4,

VAart

e) Lassuk be, hogy ennek a megoldasnak a hely szerinti integralja minden ¢-re 1.
6.HF: (Beadasi hatarids: 2009.11.06.)
HF 6.1*** Ekviparticiés tétel. Legyen u a

O*u—0%u=0 R x (0, 00) -n,
u=g,0u=h Rx{t=0}-n

hullamegyenlet + kezdetiérték-feladat megoldasa. Tegyiik fel, hogy g és h kompakt
tartoju. A kinetikus és potencidlis energidk

k(t) := %/00 (Opu(z, t))*dzx illetve  p(t) : = %/OO (Oyu(z, t))* dx.

Bizonyitando, hogy



a) k(t) + p(t) konstans az idGben;
b) k(t) = p(t) minden elég nagy t-re.
HEF 6.2°¢* Tekintsiik a

1, ha 2 <0,
du+du?/2=0 R x (0, 00)n, ar=
ahol ¢g(r)=< 1—2z, ha0 <z <1,
u=g R x{t=0}n, 0 b o> 1

Burgers egyenletet kezdeti feltétellel.

a) A karakterisztikik modszerével mutassuk meg, hogy — amig el nem szakad — a
megoldas a bal oldali 1, illetve jobb oldali 0 konstans értékek linearis 6sszekoté-
sével kaphato meg.

b) A bal oldali 1, illetve jobb oldali 0 értékhez tartozo karakterisztikus sebesség figye-
lembevételével hatarozzuk meg a megoldas explicit alakjat az elszakadés pillana-
taig. Ellenérizziik, hogy a kapott megoldas valoban kielégiti a Burgers egyenletet
és a fenti kezdeti feltételt.

¢) Mi torténik (és mennyire) a megoldas elszakadasat kovetGen?
HF 6.3*** Ellenérizziik, hogy a

O+ O,u?/2 =0 R x (0, co)-n, 0, haz <0,
ahol ¢g(z) =
u=g Rx{t=0}n, 1, haz>0

Burgers egyenlet és kezdeti feltételnek az

(2. 1) = 0, haxz <t/2,
= 1, haxz>t/2

nem fizikai 16késhullam, és a

0, ha z < 0,
v(x, t) =< x/t, hal <z <t,
1, hax >t

ritkulasi hullam egyarant (gyenge) megoldésa.
HF 6.4°** Tényleg megmaradasi torvény. Tegyiik fel, hogy F'(0) = 0, és u egy olyan folyto-
nos gyenge megoldésa a
Ou~+ 0, F(u) =0 R x (0, co)-n,
u=g Rx{t=0}n,

megmardasi torvénynek, hogy u(-, t) minden ¢ > 0-ra kompakt tartoju. Mutassuk
meg, hogy

/ u(z, t)dr = / g(x)dx minden ¢-re,

—00 o0

azaz a teljes anyagmennyiség megmarad.
7.HF: (Beadési hatarids: 2009.11.13.)

HF 7.1°** Tekintsik a
0 ha z =0,
1

T:00,1] - [0, 1], T(x):{ (mod 1) ha a # 0.

dinamikai rendszert, azaz a Gauss leképezést. Mutassuk meg, hogy T-nek van (a Le-
besgue mértékre nézve) abszolut folytonos invarians (valoszintségi) mértéke, melynek

stirtiségfiiggvénye: o(z) = (In2 (1 +z))~L

8



HE 7.2°¢¢

HE 7.3°%°°

HE 7.4%¢°

Emlékeztets: haT : M — M dinamikai rendszer p invarians mértékkel, és adott A C
M, melyre p(A) > 0, akkor a Poincaré rekurrencia tételnek koszonhetGen definialhato
aTy : A— Aindukalt leképezés: x € A-ra

Tax =T @z ahol ra(z) =min{k > 1|T"z € A}.

Legyen T : S' — S!, Tz = 2z (mod 1) (a binaris leképezés), A = (1/2, 1]. Mi a Thz

//////

meértékre nézve).

Legyen T : S' — S', Tw = 2+ 1/3 (mod 1). Erre a forgatasra invarians az alabbi
két mérték (miért is?):

m:%(aéméwg); u2=%(50+5é+5§+55+5§+5g>.

p1 és g koziil melyik ergodikus, és melyik kevers (7T-re nézve)?

Tekintstik az 1, 2, ..., 2", ... szdmsorozat tizes szamrendszerben felirt alakjainak elsd
jegyeit. Elsfordul-e ezek kozott a 77 A 8?7 Ha igen, melyik gyakoribb? (Utmutatds:
Weyl tétele, és logy,(2) irracionalis — miért is?)

8.HF': (Beadasi hatarids: 2009.11.20.)

HF 8.1°°°

HE 8.2°°¢

HF 8.3°°

HE 8.4°¢¢

A&, t=1,2, ... valosziniiségi valtozok legyenek fiiggetlenek és azonos P(&, = 1) =
p=1—P(& = —1) eloszlasuak. Vizsgaljuk meg, hogy Markov lancot alkotnak-e a
kovetkezd valoszintiségi valtozod sorozatok:

a) Xy := &1 (beugratos kérdeés!);

b) Yi:=&&.. . &

c) Zy:= P&, &), ahol P(—1,—1) =1, &(—1,1) =2, ¢(1,—1) =3, &(1,1) = 4.
A Markov lancokra szamitsuk ki az egy 1épéses atmenetvaloszintiség-matrixokat.
Egy szabalyos érmét dobalok. Vérhatéan hényszor kell feldobnom az érmét, hogy
FFF-et lassak? Es hogy FIF-et lassak? (Utmutatds: érdemes egy nyolc allapotii

allapotteret felrajzolni. (A harmadik érmedobés utan van csak értelme allapotokrol
beszélni).)

Az es6 minden nap a tébbitdl fiiggetlentil, % valoszintiséggel esik, és ha esik, akkor
pontosan délben esik. Egy oreg kertész akkor locsolja meg a kertjét, ha latja, hogy
se ma délben, se tegnap, se tegnapel6tt nem érte viz (azaz locsolas vagy esd) a ker-
tet. Varhatoan hanyszor locsol egy évben? (Utmutatds: Figyeljiink, allitolag ezt a
feladatot szinte mindenki el szokta tolni.)

Legyenek X;, X5, ... egymés utdni kockadobasok szamszer eredményei és S, =
X1+ Xo+ -+ X,. Legyen

Ty = min{n > 1: S, oszthato 7-tel},
To = min{n > 1: 5, — 1 oszthato 7-tel},
T3 = min{n > 1: S, oszthato 8-cal},
Ty = min{n >1: S, — 1 oszthato 8-cal}.

Hatarozzuk meg T}, T5, T3, T, varhato értékeit. (Utmutatds: A T7-es konnyti, a 8-ashoz
tekintsiik (S, mod 8)-at mint Markov lancot {0,1,2,...,7}-en.)



9.HF: (Beadasi hatarids: 2009.12.04.)
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Legyenek X, f.a.e.v.v. Exp()) valoszintiségi valtozok, és S, = > X;. Mutassuk meg,
i=1
hogy S, stirtiségfiiggvénye

fs,(z) = e —(AI?():)l, z > 0.

Itt I' a Gamma-fiiggvény: I'(n) = (n—1)! han > 0 egész. S, eloszlasat pedig Gamma
eloszlasnak hivjak.

Tobbek kozt telefonbeszélgetések is jol modellezhet6k ON-OFF folyamatokkal: ezek
folytonos idejid Markov folyamatok egy ON és egy OFF nevi éallapottal, és A rataval
OFF-bol ON-ba, illetve p rataval ON-bol OFF-ba. Hatarozzuk meg expliciten a P(t)
atmenetvaloszintség-matrixot, és mutassuk meg, hogy a Markov folyamat eloszlasa
barmilyen kiindulési allapot esetén a stacionérius eloszlashoz konvergél amint ¢ — oo.

a) Jelolje H az égboltnak azt a részét, ami 10 fényévnél tavolabb van téliink, de
20 fényévnél kozelebb. Tegyiik fel, hogy egy kobfényévnyi nagységiu térrészbe
varhatoan 1 csillag esik, és minden csillag egyforma fényes. Egy 10 fényévre levs
csillag fényereje egységnyi nagysaginak latszik. Mi a H-bol a szemiinkbe érkezd
fény mennyiségének varhato értéke (elszantaknak: szorasnégyzete)? (Utmutatds:
osszuk H-t koncentrikus, infinitezimalis vastagsagi karélyokra, és hasznéljunk
térbeli Poisson folyamatot.)

b) Miért nem vildgos az éjszakai égbolt? Alkossunk matematikai modellt a vilag-

egyetemben 1év§ csillagok helyzetére és az éjszakai égbolt latvanyara. (Kiilonos
tekintettel a Tejutra .. .)

A Brown-mozgas Fourier-sorfejtése. Legyenek Z, f.a.e.v.v. standard normélisok
(n=0,1,...),és

B(t): = % Zo+ \Ei Sin;mt) .

Allitas, hogy ez — legalabbis valamely véges ideig — Brown-mozgas. Ennek ala-
tamasztasara (ez még nem teljes bizonyités, de nem baj...) mutassuk meg, hogy
Cov(B(s), B(t)) = min{s, t}. (Utmutatds:

x A kovariancia bilinearis.

x cos(a £ ) = cosacos [ F sin asin 3.

x Fourier transzformaciobol tudjuk, hogy

2. cos(kx)  3z% — 6mx + 272
= 0<x<2m.
]; 2 12 ’ Sesom)
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