
����������	�
����� �

���
������������
 ������

���� ������ 	
���
� ����� ������� �����

������� ��	


��

����� �����
� ���

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������



������ ��� �����

� �����
��
��� 
����� ���
� !
�
�
���
� "��������
� �#$�����
� �#$����� �� ���������
�
� �%��� &
�������
� "������
�
� �
��'���
�
� (�)*
��#
+,
��
�
�
� (����*���#���
� (
�����
� -�&+
#�������
� �%��� &
������� �&./�+���.�
� (�)*
��#
+,
��
�
� ��������� ����.��
� 0���
+���
� -�����������

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������



������������ ������ ���

1�+�����2 ������+� ������� 3��
����4��/�� &�5
����4��/��
����,�
��� &
������� �%��� &
������� Λ#�������� �#$�����
� � �

R
� �#$�����2 ������������ ��
&�
 ���3�����2

Λ�( Λ�( Λ
( Λ�( Λ�(
6��7Λ�(8 9 � � 9
���� 
�
� �(�) �(�) �(�) � (�)

������ 
�
� (∇�)(�) (∇× �)(�) (∇� )(�)

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������



(�)*
��#
+,
��
�
� R
�#�
�� ����.�2

∇×�− �

�

∂�

∂�
=

:π
�
	

∇� = :πρ

∇× � +
�

�

∂�

∂�
= �

∇� = �

;�/��#$��
 ������
+,��+�
�&��
��
��

<����� ���2 (
+�/������ 3�+, �
�����
+
� ������+�� �����,�
�
����&��� � (�)*
��#
+,
��
�
�

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������



!�"������

��������	
��� � �	
	���
��� ��� ��� � � 	������� �
������
������ �	������ ��
�	���
��� ����
����
� ���� ∃A = {�� , ϕ�}�∈I ������� �	���

� � =
⋃

�∈I ��
� ϕ� ◦ ϕ−�

� : ϕ� (��
⋂
�� ) → ϕ� (��

⋂
��) ����
���� � � 	�������

�
��	�	� ����!

" �� �#�
�$�� �����
�% �� �� � �	����� ��� ��#�� ��������
ϕ� : �� → R

� ��� �	��	�	� ����� �� ��� ����
���� � � 	�������
�
��	�	� ����� �� &����� �� 
�'���� 
� � � 	������� �� ���$��
$
(���
� 
�!


�����
���	
" 
 = ∞� 
����'� 
 = ω � �
��� 
����'� ����#�
��� �	�����	� (��&����!
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	��� �
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	���������������� ������



��������	
"� � : � → R � � 	�������� �� '������� (�, ϕ) �����
�� ��
� ◦ ϕ−� : R

� → R � � 	�������! )* < 
+

�������	
"� � �
���(�� �� ����� �����
��� �
�� � � 	������� �,��'���! )"�
��%$$
 �� �#�
� ����� ��������!+

��������	
"� � : � → - � � 	�������� �� '������� (�, ϕ). (' , ψ) �����
 
�����
ψ ◦ � ◦ ϕ−� : ϕ(�) ⊂ R

� → ψ(') ⊂ R
� � � 	�������! )* < 
+

�������	
"� � �
���(�� �� ����� �����
��� �
�� � � 	������� �,��'���! )"�
��%$$
 �� �#�
� ����� ��������!+
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��������	
γ ��� � ∈ �� ⊂ � ����%
	��� �&�$� �/��� �� γ : R → �� ��
γ ∈ � �� '����
�� γ(�) = �!

��������	
γ� �� γ
 ��
�����
� �/$��� ���

�

��
(ϕ ◦ γ�)

∣∣
�=�

=
�

��
(ϕ ◦ γ
)

∣∣
�=�

,

��	� ϕ ◦ γ : R
� → R

� ��� 0����
����
1 �,��'���� ������ ������
�
������
���
!

�������	
"� ��
������� �����
�,�������!

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������
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2	� =3�� �/�� �����% ��������� ��
����% �&�$�� ��'
'�����
�
		�������
��� ������� 4! )5� ����$%� ���� ��� ��
��������� '���

�� 	������ (�����������!+

��������	
6����� 7ϕ : 2	� → R

�� ������� �������

' 	→ 7ϕ(') := �(ϕ◦γ)
��

∣∣
�=�

� ���� ��� 	�������	� � �� ���������8��
����������� ���
'����� ��������(,� ���!

�������	
2���������� ���	� �� �
����� �
����
� ���������� 2	�/���

� � + ' � ������� 7ϕ(� + ') = 7ϕ(�) + 7ϕ(')

� �' � ������� 7ϕ(��) = �7ϕ(�)

�����������
	
7ϕ ��� �
����
� 
�	�	� ���� 2	� �� R

� �����
 �&�&��!
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�����

∀�(∈ 9 ) =
∑�

�=�
' �
�

��������	
9 ∗ : 9 → : � �
����
� �	���� ���� 9 /�! ;�
���� �/�
����
���
$��
����� �̄ � (
�) = δ�� � #�� ∀'̄(∈ 9 ∗) = '� �̄ � !

��������	
�/�
����
� ����
���� � τ �(9 ) � <� < : 9 × 9 × · · · × 9 → :� ��
�
���� ������%(�$�� �
����
�!

��������	
6����� < ∈ τ � (9 )� 6 ∈ τ 
 (9 )� ���	� < ⊗ 6 ∈ τ 
+�(9 )� ��
(< ⊗ 6)('�, . . . , '� , '�+�, . . . , '
 ) = < ('�, . . . , '� )6('�+�, . . . , '�+
 )!
"� ���
��
�����
��� �/�
����
� ����
������ � �/�	����! =��&�����
Λ�(9 )� �
����
�(�� �
�(Λ�(9 )) =

(
�
�

)
! >��
� ��(���

(��� ∧ ��� · · · ∧ ��� )
����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������
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"� ��
��%����� $��
�� ���	� �

{
∂

∂	 �

}�

�=�
! "��� �����%�����

' ∈ 2	�/���

' =
�∑

�=�

' �
∂

∂� �
.

�������	
" 2� ��
��%��� �	��
��%������� ��'���,� � 2 ∗�/��� ������ �
$��
�� (���, . . . , ���)! )2���������� $��
�� �� �

(
∂

∂	 �

)
= δ�� +

��������	
" �	��
��%��� �/�	���
��� ����� Λ�� (��&�
� ��� ����� 
��
��

ω =
9
�!

∑
��,··· ,��

ω����···����
� ∧ ��
 ∧ · · · ∧ ��� .

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �
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��������	
∃ 	���� �8'���� � �
������
���	����	�� �������

� ω ∈ Λ�� → �ω ∈ Λ�+�� �� � : Λ� → Λ�+�

� �(ω + η) = �ω + �η

� �(ω ∧ η) = �ω ∧ η + (−9)�ω ∧ �η )� �	����
��� ����	���+

� �� (') = '(� )
� �
� = �

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������
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�ω =
9
�!

∑
� ,��,...,��

∂ω��,...,�� (�)
∂� �

�� � ∧ �� �� ∧ �� �� ∧ ... ∧ �� ��

�����
����	

�ω = �� ∧ �� �� ∧ · · · ∧ �� �� + (−9)���(�� �� ∧ · · · ∧ �� �� ) =

= �� ∧ �� �� ∧ · · · ∧ �� �� + (−9)�� (�
� �� ∧ · · · ∧ �
� �� ) =

= �� ∧ �� �� ∧ · · · ∧ �� �� = �� (') ∧ �� �� ∧ · · · =

= '(� ) ∧ �� �� ∧ · · · =
∂�
∂� �

' � ∧ �� �� ∧ · · · =

=
∂�
∂� �

�� � (') ∧ �� �� ∧ · · · =
∂�
∂� �

�� � ∧ �� �� ∧ · · ·

����������� �	
��
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��� ����
	��� �
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	���������������� ������
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���	
���� '	�� ��� ��#�� ������	� $�����
� �&$$
�� �
���(��� �� �������%
��� ����� � �
����
��� �
���!

��������	
? �(�) := {ω ∈ Λ��|�ω = �} ������ �����
 � ���� �	����!

��������	
>�(�) := {ω ∈ Λ��|ω = �η η ∈ Λ�−�(�)} ������ �����
 ��
������ �	����!

�������	
�
���� ������ �	��� ����� �� �	��#�'� ��� $
��	�! "�	�$��
����������� &�����,��% ����	����	� $
��	�!
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6����� φ : � → - ����
����� ���	� � �	��� ����	�� ��
��% ��
�	��
��% ����� ������ ����� ������� φ∗	 : 2	� → 2φ(	)- ��
φ∗	 : 2 ∗

φ(	)- → 2 ∗
	�!

�������	

� φ∗(ω� + ω
) = φ∗(ω�) + φ∗(ω
)
� φ∗(ω ∧ η) = φ∗(ω) ∧ φ∗(η)
� �φ∗(ω) = φ∗(�ω)
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∂��
∂�

− ∂��
∂�

+
9
�
∂@	

∂�
= �

:π
�
(	 =

∂@�

∂�
− ∂@�

∂�
− 9

�
∂�	
∂�

∂�	
∂�

− ∂��
∂�

+
9
�
∂@�

∂�
= �

:π
�
(� =

∂@	

∂�
− ∂@�

∂�
− 9

�
∂��
∂�

∂��
∂�

− ∂�	
∂�

+
9
�
∂@�

∂�
= �

:π
�
(� =

∂@�

∂�
− ∂@	

∂�
− 9

�
∂��
∂�

∂@	

∂�
+
∂@�

∂�
+
∂@�

∂�
= � :πρ =

∂�	
∂�

+
∂��
∂�

+
∂��
∂�

����������� �	
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�� ���
��� ����
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6����� � = (��, �
, ��, ��). ��	� �� = � , . . . , �� = ��! 6�����
�	'�$$� ( = ((�, (
, (�, (�). ��	� (� = �π



(	 , . . . , (� = :πρ! 5�

�� �
��(�� �� ���$$
 :× :/�� ���
��
�����
��� ����
�	��

7�� =

⎡
⎢⎢⎣

� @� −@� �	
−@� � @	 ��
@� −@	 � ��
−�	 −�� −�� �
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�
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∂7��
∂� 


+
∂7�

∂� �

+
∂7
�
∂��

= �

F�����

∂7��
∂��

+
∂7��
∂��

+
∂7��
∂��

= −∂@�

∂��
+
∂��
∂�

− ∂�	
∂�

= �.

����������� �	
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7 := �



7μν��μ ∧ ��ν � �
��	'��
 ����� ����������� )
�'��
���+

G/�	���!

��������	
" H/��	� �	'��
��� ����
� )����	�+ ���
��
�����
����(��

���
ημν =

9
�!

(�ημν +�νημ + �μνη −�νμη −�ηνμ −�μην)

�������	

�7 = �

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������
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�7 =
9
�
∂η7μν��η ∧ ��μ ∧ ��ν =

=
9
�
9
�!

(∂η7μν + · · · − ∂η7νμ − . . . ) ��η ∧ ��μ ∧ ��ν =

=
9
�!

(∂η7μν + ∂ν7ημ + ∂μ7νη) ��
η ∧ ��μ ∧ ��ν = �

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������
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��������	
I&�$�'	���� �		��
���� ��������$��� �μν(�) = 
μ(�) · 
ν(�) �
����
��� ����	� )� ��� �&�$,������� ���
 � ��� � 
	��(�
�+!

� �� � 
	�
�#' �� �
�� ���	� :
����� ����
�� �/��

� �� ∃{
μ(�)} $��
�� ��	�� �μν = ��μν � ���	� � 6	����� ����
��
�/��

��μν =

⎡
⎢⎢⎣

9 � � �
� 9 � �
� � 9 �
� � � 9

⎤
⎥⎥⎦ ��μν =

⎡
⎢⎢⎣

9 � � �
� 9 � �
� � 9 �
� � � −9

⎤
⎥⎥⎦
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 �
��(��������

∂ν7αν = (α = �αμ(
μ

F�����

∂ν7
ν = −∂@�

∂�
+
∂@	

∂�
− 9

�
∂��
∂�

=

=
:π
�
(� = (
 = �
ν (

ν = (


∂ν7�ν = −∂�	
∂�

− ∂��
∂�

− ∂��
∂�

=

= −:πρ = −(� = ��ν (
ν = (�

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������
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��������	
∗ : Λ�� → Λ�−�� 
�	�	� ����! )5������� �
'��

(
�
�

)
=

(
�

�−�

)
+

�������	
@� ω = �

�!ωη�,...,η���
η� ∧ · · · ∧ ��η� � ���	�

∗ω =

√|� |
�!(B − �)!

ωη�,...,η�ε
η�,...,η�
ν�+�,...,ν�

��ν�+� ∧ · · · ∧ ��ν� ,

��	� εη�,...,η� =

{
��� �� η�...η� ��	
� ��	
������

��� �� η�...η� ��	����� ��	
������

����������� �	
��
�� ���
��� ����
	��� �
���������� ������������������ �

	���������������� ������
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∗7 = ∗
(
9
�
7μ�μ�

��μ� ∧ ��μ�

)
=

9
:
7μ�μ�

εμ�μ�
ν�ν� ��

ν� ∧ ��ν�

J�� ��
(���

∗7μ�μ�
=

9
�
εμ�μ�
ν�ν� 7μ�μ�

=
9
�
εμ�μ�ν�ν�7

μ�μ�

7�� =

⎡
⎢⎢⎣

� @� −@� �	
−@� � @	 ��
@� −@	 � ��
−�	 −�� −�� �

⎤
⎥⎥⎦ ∗7�� =

⎡
⎢⎢⎣

� −�� �� @	

�� � −�	 @�

−�� �	 � @�

−@	 −@� −@� �

⎤
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��������	
6����� η ∈ Λ�� �� ω ∈ Λ�−�� �	����� �� � : Λ�� → Λ�+�� �
�,��% ���
'����! " �+ : Λ�� → Λ�−�� �8'���� � �,��% ���
'����
��(������(�� ���

(�ω, η) =
(
ω, �+η

)
,

��	� (., .) �����(�� 
��������� � �	�����	�! ! !

�������	

� �+ = (−9)��+�+� ∗ �∗ :
����� ����
���
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