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Emlékeztetd, célkitiizés

Fogalmak: sokasag, atlasz, homeomorfizmus, diffeomorfizmus,
iranymenti derivalt, kiilsé derivalt, A-szorzat, k-forma,

R3 k-formai: tablazatosan szedve lathatéak:

AkM A3M A2M AIM | A%M
Dim(AFM) 1 3 3 1
alt. elem g(x) w(x) v(x) f(x)

szarm. elem | (Vw)(x) | (V x v)(x) | (VF)(x)
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Maxwell-egyenletek R3-beli alakja:

10E 47
VxH—-~— = —j
X c Ot cJ
VE = 4mp

10H
E+—-— =0

VX +c6t
VH = 0

Gauss-féle mértékegységrendszerben.

Célkitiizés: Megmutatni, hogy tetsz6leges sokasagon érvényben
maradnak a Maxwell-egyenletek
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Bevezetés

Definicio:
Egy M topolégikus tér egy CP osztalya differencidlhaté sokasag, ha
lokalisan euklideszi, azaz 3A = {u;, p;}icz atlasz, hogy:

> M=Ujegui
> pjo goj_l cj(uiNuj) — i(ui uj) leképezés CP osztalyi
diffeomorfizmus.

A definiciéban szereplé u; az M sokasag egy nyilt halmaza,
wi : ui — R™ egy homeomorfizmus, és egy leképezés CP osztalyu
diffeomorfizmus, ha 6nmaga és inverze is CP osztalyi és egyben
bijekcié is.
Megjegyzés:
A p = o0, illetve p = w a sima, illetve analitikus sokasagok jeldlése.
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Definicié:

Az f: M — R C9 osztilyd, ha valamely (u, ) térképen az

fop l:R™ =R C9 osztélyi. (q < p)

Allitas:

Az f kiterjed az egész térképre, mint C9 osztalyu fiiggvény. (Az
el6bbi definicié tehat értelmes.)

Definicié:

Az f: M — N C9 osztalyd, ha valamely (u, ¢); (v,1) térkép parra:
pofopt:p(u) CR™—(v) CR" CY osztilyi. (q < p)
Allitas:

Az f kiterjed az egész térképre, mint C9 osztalyu fiiggvény. (Az
el6bbi definicié tehat értelmes.)
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N
Erint6tér
Definicié:

v egy x € uj C M kezdéponti gorbe M-en, ha v : R — M, és
v € C, valamint v(0) = x.

Definicié:
Y1 és 7y érintkezik x-ben, ha:
d d
dat (pom) |t:0 ~dt (po72) |t:0’
ahol p o~ : Rt — R" egy ,euklideszi” fiiggvény, melyet tudunk
differencialni.
Allitas:

Az érintkezés térképfiiggetlen.
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Definicié:
T«M ={az x-en dtmend egymassal érinteké gorbék ekvivalencia
oosztalyainak halmaza }. (Es ezekbdl elég egy reprezentast venni
az osztaly jellemzésére.)
Definicié:
Legyen F, : T,M — R", melynek hatasa:
vi— Fy(v) = d(ﬁ‘;ﬂ ! +_o» 373z egy osztalyhoz a ré egyértelmiien
értelmezett derivaltat feleltetjiik meg.
Allitas:
Természetes médon definidlunk lineéris struktirdt T, M-en:
> u+v, melyre: Fy(u+v) = F,(u)+ Fy(v)
> rv, melyre: F (ru) = rFy,(u)

Kovetkezmény:
F, egy linearis izomorfizmus T, M és R" elemei kézétt.
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k-formak

Legyen V egy vektortér n-dimenziés. Ekkor a bazis {e;}7_; ,amin
VV(E V) = 27:1 vie;

Definicié:

V*:V — R a lineéris formék tere VV-n. Szintén n-dimenziés,
bazisira: &' (ej) = 51’ igy Vv(€ V*) = ve'.

Definicié:

k-linearis leképezés a Tk(V) SK,K:VxVx---xV —R,és
minden tényezdjében linearis.

Definicié:

Legyen K € T%(V), L € 7/(V), ekkor K ® L € T'**(V), ha

(K & L)(Vl, ey Vi Vi Ty ey V/) = K(Vl, ey Vk)L(Vk—f—la ce Vk+/).
Az antiszimmetrikus k-linedris leképezések a k-formak. Jelblése:
AK(V), dimenzigja: dim(A%(V)) = (7). Bazis rajta:

(ﬁl /\ﬁz"'/\ﬁk)
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k-formak az érint6téren

Allitas:
Az érintSteren bazist alkot a { B } . Azaz tetszbleges
v € TyM-re:
n ; 8
vV = V —
1
pt Ox
Allitas:

A TM érint6tér koérintSterének nevezziik a T*M-et, melyen a

bazis: (dx*,...,dx"). (Természetes bazis: dx' (W) = (5’)
Definicié:
A koérint6tér k-formainak terét NKM jelsli, egy eleme pedig:

w= k' Z Wigigig AXE A dX® A - A dxK.

’17 "7k
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Kulsé derivalas

Definicié:
3 olyan mivelet a differencialformakon, melyre:
> w e NM — dw e NNFLM és d : Nk — NFFE

> d(w+n) =dw+dn

> d(wAn) =dwAn+ (-1 w A dn (d formalisan egyforma)
> df(v) = v(f)

> d’f =0
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e
Allitas:

do==% a‘”ﬁé-i);}k(x)dxf A dx A dx A LA dxe

Bizonyitas:

dw = df Adx® Ao Adx 4 (=1)°fd(dx A A dxe) =
= df Adx A Adxh (1) (dPx A A dPxE) =
= df Ndx A Adik = df(V) AdxT A =
= v(f)/\dxil/\---:g_;_v"/\dxil/\...:
of

of ; ; ;
= X A= 2y AL
= o dx'(v) A dx™ A ol dx' A dx™ A
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Megjegyzés:
Elég volt egy nyilt halmazon belatni, tébbire kiterjed, és elegendd
egy tagra a linearitas miatt.

Definicié:

ZK(M) := {w € NKM|dw = 0} halmaz elemei a zart formak.
Definicié:

BX(M) :={w € NkM|w = dn n € N1 (M)} halmaz elemei az
egzakt formak.

Allitas:

Minden egzakt forma zart, de forditva nem biztos. Azonban
egyszeresen Gsszefiiggd tartomanyon biztos.
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ErintSterek leképzései

Definicié:

Legyen ¢ : M — N leképezés, ekkor a hozza tartozo érint6 és
koérintd teren legyen ennek hatdsa: ¢.x : TxM — Ty )N és
O ¢(X yN — TiM.

Allitas:
> qb*(wl + WQ) = qb*(wl) + ¢*(w2)

> ¢*(wAn) = ¢*(w) A d*(n)
> do*(w) = ¢*(dw)
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Maxwell-egyenletek

Maxwell-egyenletek koordinatas alakban:

8EZ_%+18HX:0 4_7rj :OHZ_(?H},_E@EX
dy Jdz ¢ Ot ¢’ Oy 0z c Ot
8EX_6EZ+E%:0 4_7rj :8HX_6HZ_18E},
0z Ox ¢ Ot c? 0z Ox ¢ Ot
8Ey_8EX+18Hz:0 ﬁj:%_%_laEz
Ox dy ¢ Ot c’? Ox dy ¢ Ot
8Hx+8Hy+8Hz _0 47rp:%+% OE,
Ox dy 0z Ox oy 0z

Matematikai probléma megoldé gyakorlat témafeladata Maxwell-egyenletek koordinata-fiiggetlen alakja



Minkowski-tér elemi

Definicié:
Legyen x = (x1 x%, x3, x*); ahol x* = x,... ,x* = ct. Legyen
tovabba j = (j* ,12,13,14) ahol j* = 4‘_?1’(, ... j=4mp. Es

definialjuk az alabbi 4 x 4-es antiszimmetrikus matrixot:

0 H, —H, E

| -H. 0  He E
Fi = H, —He 0 E
~E, —E, —E, 0

A Minkowski-tér k-formai:

Ak M NM | NM | N2M | APM | A°M
Dim(N*M) | 1 4 6 4 1
oby. F J
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Allitas:
A ,homogén” Maxwell-egyenletek ekvivalensek az alabbi kifejezéssel:

8F,'k 8Fk, n 8"—/,'

Ox! oxi | Oxk 0

Példa:
OFis OFs OFy  OH, 0E, 0E

¢ ok o T oat | ox 0z

Matematikai probléma megoldé gyakorlat témafeladata Maxwell-egyenletek koordinata-fiiggetlen alakja



Az egyik invarians Maxwell egyenlet

Definicio:

F = %Fuv dx" N dx” a minkovski téren értelmezett (invarians)
2-forma.

Definicio:

A 3-szor kovarians matrix (tenzor) antiszimmetrizaltja:

1
AS

me = 31 (me + Mwm + M/wn - Mwm - anu - Mum/)
Allitas:

dF =0

Matematikai probléma megoldé gyakorlat témafeladata Maxwell-egyenletek koordinata-fiiggetlen alakja



Bizonyitas:

1
dF = —8  Fuw dX N dxt N dx” =
T
- 23| (OyF &+ — OyFop — ... ) dx" A dx A dx” =

= a (anF,uu + ayFmL + O#Fm,) dx" A dx* A dx¥ =
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Metrika

Definicié:
Gérbevonali koordinata rendszerben: gy, (x) = e,(x) - e,(x) a
metrikus tenzor (a tér gorbliltségét méri a tér x pontjain).

» ha g pozitiv definit, akkor Riemann metrika M-en

> ha 3{e,(x)} bazis, ahol: g, = gﬂ, akkor g Lorentz metrika

M-en
100 0 100 0
e |0 100 m |0 10 0
=10 010 &~ |00 1 0
000 1 000 —1
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Allitas:
A forrésos” Maxwell-egyenletek ekvivalensek az alabbi kifejezéssel:

aVFaV :ja = gozpju

Példa:
OH, OH, 10E
VE,, = — z x 10tz
9°F2 ox 0z <ot
4r . W
= —==gj=h
C
8VF4V — _%_%_%:

Ox oy 0z
= —Arp=—j*=gnj" =js
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Hodge-szorzas

Definicié:
% : NEM — AP=KM izomorfizmus. (Ertelmes mivel (f) = (Dek))

Allitas:
Ha w = %wn17...7mdx"1 A -+ N dxk, akkor

*W =

Vgl
TID = Km0t A A e,

ahol ¢ — +1, ha n1...my pdros permutdcio
ot -1, ha m1...n, pdratlan permutdcio
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Allitas:

1 1
*F = x <§qu2dx’“ A dx“2> = ZF

lgy kapjuk:

1
— ZoMH1p2
*Fuluz 251/1112

0 H, -H, E
~H, 0 H, E

0 E
—E, 0

X

<

N

Hip2 —

€2 AN 2

1
§€M1M2V1V2FMM2
0 -E E H
| EE 0 —E H,
=1 g B 0 H,
~H, —H, —H; 0
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A kiils6 derivalas adjungaltja

Definicié:
Legyen n € AKM és w € A<= M formék, és d : NkM — NKTIM a
kiilsé derivalds. A d+ : NKM — N1 M mivelet a kiilsé derivals

adjungaltja, ha:
(dw,n) = (w,d"n),

ahol (.,.) egyfajta integralas a sokasagon. ..
Allitas:
» dt = (—1)kP+P+1 y dx Riemann metrikan
> dt = (—1)kP+P « dx Lorentz metrikan

dt - Nk Am—k _, Am—k+1 _, /\m—(m—k+1) — Ak-1
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A masik invarians Maxwell-egyenlet
Allitas:
d™F =,
ahol j = j,dx*, és j, = guuj"”-

Bizonyitas:

dtF = xd«*F =xd % (%Fm,dx77 A dx”) =

1
= *dZ\/ lg|Fuepedx? A dx? =

1
= *871\/ lg|Fuepedx™ A dx? A dx” =
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S V18l0- (VIalFy ) elyererdee =
L lor (VigiFy ) e =

43|

—H\Aga (Viel Fny)| |<6m6” 57 §V) dx® =

43|

5\/—_8” <\/|§Fw) dx® = jdx® =
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Osszegzés

Mivel tetsz6leges sokasagok kozotti ¢ : M — N leképezésre lattuk.
hogy: do*(w) = ¢*(dw); a Maxwell egyenletek tetszéleges
sokasagon érvényesek, és alakjuk:

dF =0 dtF=j
Megjegyzés:

Fontos feladat olyan gravitaciés térelméletet taldlni, mely szintén
ilyen tulajdonsagi; és ez az dltalanos relativitaselmélet.
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