Fizikus MSc Matematikai problémamegold6 gyakorlat (BMETE95MF00) iitemterv
2010 6sz

1. Matematikai eszkdzok (részben ismétlés)
(a) Topologia, differencidlgeometria alapfogalmai (sokasagok, kiils§ szorzas, térfogati for-
maék, ...), Lie-csoportok (szept. 10., 17.) (Péter)

e W. M. Boothby: An introduction to differentiable manifolds and Riemannian
geometry

e V. I Arnold: A mechanika matematikai modszerei
(b) Komplex fiiggvénytan (szept. 24.) (Marci)

e Laurent sorfejtés, konform leképzések, konturintegralok, Fourier-Laplace transz-
formacio

(c) Mérték- és integralelmélet (dominalt és monoton konvergencia tételek, Fatou lemma,
Fubini tétel, Radon-Nykodim tétel, feltételes varhato érték, Haar meérték) (okt. 1.)
(Péter)

e R. B. Ash: Measure, integration, and functional analysis

e P. Walters: Ergodic theory: introductory lectures (Haar mérték)
2. Parcialis diffegyenletek:
(a) Linearis parcialis differencialegyenletek megoldasa (tér- és idévaltozok szeparalasa,
Fourrier modszerek, Green fliggvény) (okt. 8.) (Marci)
e L. C. Evans: Partial differential equations

(b) Nemlinearis parcialis differencidlegyenletek: megmaradési torvények és Hamilton-
Jacobi egyenletek, nemlineéris hullamok (okt. 15.) (Marci)

e L. C. Evans: Partial differential equations

1. Beszamolok: (okt. 22.)

3. Sztochasztikus folyamatok: Fizikdhoz kozeli folyamatok és alkalmazasok

(a) Markov folyamatok: diszkrét idében (pl. bolyongésok, esetleg kapcsolat dramkorok-
kel), Poisson folyamat, folytonos ideji ugr6 és nem ugro6 folyamatok (Brown-mozgés
és hovezetési egyenlet) (okt. 29., nov. 5., (19.)) (Marci)

e S. I. Resnick: Adventures in Stochastic Processes

4. Ergodelmélet és dinamikai rendszerek:

(a) Alap definiciok, ergodtételek, alkalmazéasok; fraktalok (nov. 12., (19.)) (Péter)
e M. Brin, G. Stuck: Introduction to dynamical systems

(b) Néhéany példa a statisztikus fizika matematikai modszereibdl (dualitas, konturok?);
par szo a perkolaciordl (nov. 19.) (Marci)

e G. Grimmett: Percolation

2. Beszamolok: (dec. 3.)

3. Beszamolok: (dec. 10.)



Datum Téma Beadandé
szept. 10. Topologia, diff.geo. alapjai -

szept. 17. Differencidlgeometria HF+#1
szept. 24. Komplex fiiggvénytan HF#2
okt. 1. Meértékelmélet HF+#3
okt. 8. Linearis parc. diff.egyenletek HF#4
okt. 15. Nemlinearis parc. diff.egyenletek HF#5
okt. 22. - 1. beszamolo
okt. 29. Sztochasztikus foly. HF+#6
nov. 5. Sztochasztikus foly. HF#7
nov. 12. Ergodelmélet HF#8
nov. 19. Stat. fiz, ergodelm. HF+#9
dec. 3. - 2. beszamold
dec. 10. - 3. beszamold

Osszetettebb feladatok az 1. beszamolora (oktober 22):
1. Baire kategoria tétel (topologia)
2. Arzela-Ascoli tétel (topologia)
3. Haussdorff dimenzi6, 6nhasonlé halmazok, fraktélok (mértékelmélet)
4. Julia halmazok, Mandelbrot halmaz (komplex fiiggvénytan, dinamikai rendszerek)
5. Lagrange és/vagy Hamilton mechanika (differencidlgeometria)
6. Matrixcsoportok (differencidlgeometria)
7. Integralas sokasagokon, de Rahm kohomolégia (differencidlgeometria)

8. Loewner evoluci6 (a divatos SLE egyik alapja; komplex fliggvénytan)

Osszetettebb feladatok a 2. és 3. beszamoléra (december 3 és 10):
1. Baire kategoria tétel (topologia)
2. Arzela-Ascoli tétel (topologia)
3. Julia halmazok, Mandelbrot halmaz (komplex fiiggvénytan, dinamikai rendszerek)
4. KAM tetel (Dinamikai rendszerek; mért van kisbolygoovezet?)
5. Loewner evoltcio (a divatos SLE egyik alapja; komplex fiiggvénytan)

6. Nemlinearis megmaradasi egyenletrendszerek (Burgers-hez hasonl6 egyenletek t6bb valto-
zora)

7. Markov folyamatok és ellenéllashélozatok
8. Martingalok: a legjobb joslat
9. Generatorfiiggvények és a baktériumtenyészet

10. Sorbanallési rendszerek és szép tulajdonsagaik



11. A Brown-mozgas és a sztochasztikus diff.egyenletek néhany alapotlete

12. Fiiggs perkolaciok a sikon: last passage és Winkler perkolacio

Hazi feladatok a kovetkezs oldalon.

Balazs Marton, Balint Péter



Hazi feladatok
Fizikus MSc Matematikai problémamegoldé gyakorlat, 2010 Gsz

Minden héten 12 pontnyi feladat van kittizve, mindegyik beadand6. A feladat annyi pontot ér,
ahény ® van mellette. Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklassal fogadunk el.

1. HF: (Beadasi hatarids: 2010.09.17.)

HF 1.1°** Emlékeztets — egy metrikus térbdl metrikus térbe valo @ : (M, dy) — (N,dy) leké-
pezés folytonossaganak két lehetséges definicidja:
Definicio 1 Minden (M-beli) nyilt hamaz sképe nyilt halmaz (N-ben).
Definicio 2 Yx € M pontra, és Ve > 0-ra 3§ > 0 (ez fligghet e-tol és x-tdl is), hogy
y € M, dy(x,y) <6 esetén dy(P(x), P(y)) < e.
Mutassuk meg, hogy ha ® Definici6 2 értelmében folytonos, akkor Definicié 1 értelmé-

ben is az. (Tovabbi emlékeztets: egy metrikus térben az U halmaz nyilt, ha Vo € U
esetén létezik £ > 0, hogy B.(x) C U, ahol B.(x) = {y € M|dy(x,y) < e}.)

HF 1.2 Legyen M teljes szeparabilis metrikus tér, K’ C M kompakt halmaz. Emlékeztets: ez
azt jelenti, hogy K minden nyilt fedésébdl kivalaszthatod véges nyilt fedés.

(a)** Mutassuk meg, hogy ha f : K — RT folytonos fiiggvény (azaz f folytonos és
f(z) > 0Vx € K), akkor 3R > 0 pozitiv konstans, hogy f(z) > R.

(b)** Mutassuk meg, hogy K mindenképpen korlatos, azaz lefedhets egy gombbel: 3
R>0¢és e M, hogy K C Bg(x).

HF 1.3 A gyakorlaton definidltuk az S? = {z = (71, 22,73) € R3|2? + 23 + 23 = 1} (egy-
ség)gomb térképezését két térképpel, a ¢ @ S* \ {N} — R? és ¢ : $*\ {S} — R?
sztereografikus projekciokkal, az N = (0,0, 1) északi, illetve S = (0,0, —1) déli sarok-
pontbhodl, az egyenlitén atmend x3 = 0 sikra.

(a)** Mutassuk meg, hogy ¢ o y~! : R?\ {(0,0)} — R?\ {(0,0)} végtelen sokszor
differencialhato leképezés. (Utmutatas: hasznaljunk polarkoordinatakat.)

(b)* Mibe viszi a ¢ leképezés a szélességi és a hosszusagi koroket?

(c)* Tekintsiink egy az egyenlitét érinté [ egyenest az x3 = 0 sikban (pl. az z; = 1
egyenest), és legyen v = ¢~ 11, vagyis v C S? az a gombfeliileten futé gorbe, amit
a ¢ leképezés ebbe az egyenesbe visz. Milyen gorbe 7? (Utmutatés: Ha az N
északi sarokpontot Osszekotjiik az [ egyenes pontjaival, egy sikot kapunk.)

(d)* Mibe viszi ugyanezt a vy gorbét a ¢ leképezés? (Utmutatas: most is hasznaljuk
@ o 1)~ polarkoordinatés alakjat.)

2. HF: (Beadasi hatéarids: 2010.09.24.)

HF 2.1 Legyen M egy sima sokasag, X és Y sima vektormezSk M-n. M minden p pont-
jaban értelmezhetjiik az aldbbi linearis operatorokat, melyek a (p kis kornyezeté-
ben értelmezett) f sima fliggvényeken hatnak: (i) (XY),(f) = X,(Y(f)); (ii)
(YX),(f) = Y,(X(f)), (i) [X,Y], = (XY), — (YX),. Szavakban kifejezve: (i)
és (ii) a két vektormezd kétféle sorrendben vett egymés utani alkalmazaséaval kapott
operator, (iii) pedig ezek kiilonbsége. Mutassuk meg, hogy

(a)** (XY'), ugyan linearis operator (ellendrizziik ezt is), de mégsem érintGvektor, mert
nem feltétlen teljesiti a Leibniz szabalyt;

(b)* [X,Y], érintévektor, azaz ra a Leibniz szabaly is teljesiil. (Az igy adod6 M-n ér-
telmezett sima vektormez6t — [ X, Y-t —az X és Y vektormezdk kommutatoranak
vagy Lie-zarojelének is szokték nevezni. )



Utmutatds: a (b) feladatnal ellendrizni kell, hogy a Leibniz szabaly tetszdleges f, g
fiiggvényekre és X,Y vektormezdkre teljesiil. (a)-hoz elég mutatni egy ellenpéldat,
ilyen mar abban az esetben is van, amikor M = R?, X és Y parcialis derivalasok, f
és g pedig koordinata-fiiggvények.

HF 2.2 Szemléltessiik az alabbi vektormezdket és az altaluk generalt egyparaméteres csoport-
hatasokat.

(a)® Tekintsiik R*-n a

cosat 0 sinat T T
O(t,z) = 0 1 0 T | z=| 2, | €eR?
—sinat 0 cosat T3 T3

egyparaméteres csoporthatast, ahol a > 0 tetszbleges pareméter. Milyen vek-
tormez6 generalja O(t, z)-t7 Mutassuk meg, hogy ez a csoporthatés természetes
modon megszorithato S*re: z € S? (azaz |z| = 1) esetén O(t,z) € $?, Vt € R.
Szemlétessiik a vektormez6t és a csoporthatést is S%-n.

(b)** Tekintsiink T? = S x S'-re tgy, mint a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetre, melynek a
szemkozti oldalait azonositjuk. Igy az (azonositott) négyzetoldalaktol eltekintve
az (11, T9), 0 < 11 < 1, 0 < 9 < 1 koordinatak egy térképezését adjak T2-nek.
Legyenek az X és az Y vektormezdk ezen a térképen X = 26%1 + 38%2, illetve
Y = 8%1 + \/36%2 (ezek a teljes T2-re folytonos moédon kiterjesztheték). Milyenek
lesznek a generalt egyparaméteres csoporthatasok palyai? (Hasonlitsuk ssze X
és Y palyait.)

HF 2.3°* Legyen V haromdimenziés vektortér, és ey, ea, e3 V' egy bazisa (gondolhatunk pl.
R3-ra és benne a standard bazisra), fi, f2, f3 pedig ennek a dualis bazisa. Ekkor
fi N fo A fs térfogati forma, melyre fi A fo A f5(eq1, ea, e3) = 1, ahogy azt a gya-
korlaton lattuk. Legyen vy, vy, v3 a V' vektortér egy masik bazisa: ekkor létezik

3

egy A;; 3 * 3-as invertalhaté matrix, melyre v; = Z%Aijej. Mutassuk meg, hogy
J:

fi N fa N f3(vr, va, v3) = det A, ahol det A az A métrix determinansa.
HF 2.4 Az alabbi differencialformak koziil melyik zéart és melyik egzakt?
(a)* M = R3-n a standard koordinatakkal o = yz dx + zz dy + zy dz;
(b)* M = R3-n a standard koordinatékkal 8 = x dx + z%y* dy + yz dz;
(c)** M =S, erre tgy tekintiink, mint a [0, 1] intervallumra a két végpontjaval azo-
nositva, a 0 < = < 1 koordinata az (azonositott) végpontoktol eltekintve ad egy

térképet, ezen a térképen v = dx, melyet aztan folytonos modon kiterjesztiink
St-re.

3. HF: (Beadési hatarids: 2010.10.01.)

HF 3.1** Egy intervallum harmonikus mértéke. Fontos a Dirichlet probléma a fels6 félsi-
kon, az
1, haa <z <b,

, 0) =
u(x, 0) {O, egyébkeént,

peremfeltétellel, ahol a < b valosak. Mutassuk meg, hogy az (a, b) intervallum
1
a(z) 1= = (Arg(z — b) — Arg(z — a))
T

harmonikus mértéke megoldja a fenti Dirichlet problémat. (Utmutatds: az Arg fiigg-
vényt szerettiik, és a Laplace operator lineéris.).

5



HF 3.2 (a)* Oldjuk meg a Dirichlet problémat a felss félsikon az

(z. 0) 100°, ha —1<x <1,
u(z, 0) =
0°, egyébként

peremfeltétellel (lasd el6zs feladat). Mutassuk meg kis geometriaval (kbzépponti-
kertileti szogek), hogy az izotermék a —1 és az 1 (komplex) pontokon atmend
korok, pontosabban a T' hémérsékletii izoterma a (0, ctg(n7/100°)) kozéppont,
1/sin(77/100°) sugart kor.
(b)* Mik a héaramlas gorbéi? (Utmutatds: mi is az Arg harmonikus konjugaltja?)
(c)* Valaszoljuk meg ugyanezeket a kérdéseket az els§ siknegyedben értelmezett Di-
richlet probléméra az

(2, y) = 100°, har=0és0<y<lvagy0<zx<1lésy=0,
EIZ Y 00, egyebkent

peremfeltétellel. (Utmutatds: mit csinal a w(z) = 2% ebbél a probléméabol?)

HF 3.3°** Legyen H = {x + iy : y > 0} a fels félsik, é¢s Q = H\{z + iy : 2* +y*> < 1},
C felst félsikja, melybdl kivagtuk az origd kozépponti, egy sugard korlap felsé felét.
Mutassuk meg, hogy a

J: C\{0} = C, ZH%(Z—F%)

Joukowsk: leképzés -t H-ba viszi, specidlisan a fels, egységsugart korvonalat a
[—1, 1] valos intervallumba. Réadasul J analitikus Q-n, és a derivaltja 2 belsejében
nem nulla.

HF 3.4 Az el6z6ek alapjan hatarozzuk meg a HF 3.3-ban szerepls €2 alaki vaslemez stacio-
narius
(a)*® homérséekletét,
(b)* izotermait,
(c)® hoaramlési vonalait,
ha az origd kdzépponti, egy sugaru felsd félkoron 100 fokos a perem, a valos tengelyek
|z| > 1 részén pedig 0 fokos.

4. HF: (Beadasi hataridé: 2010.10.08.)

HF 4.1°* Legyen F egy o-algebra, u : F — [0, +00) végesen additiv halmazfiiggvény (azaz
A, Be F, ANB = ) esetén pu(AU B) = u(A) + u(B)), és teljesiiljon (@) = 0 is.
Mutassuk meg, hogy a kovetkezé tulajdonsagok ekvivalensek:

(i) p o-additiv, azaz ha Ay, A, ..., A,...,ahol A; € F Vi, és A;NA; =0 hai#j:
akkor p(|J Ai) = > u(A4;). (Méasképp szolva p mérték.)
i=1 i=1
(ii) Legyen B; € F tetszéleges monoton novekvd halmazsorozat, azaz B; C By Vi.
Ekkor p(|J B;) = lim p(B,).
(i) Legyen C; € F tetszdleges monoton csokkend halmazsorozat, azaz C;yq C C; Vi.

Ekkor pu(( C;) = lim p(Cy).
-1 n—o0

1

HF 4.2°°* Tekintsiik a kovetkezd Borel mérhets halmazokat R-ben:



HE 4.3

HE 4.4°¢

HF 4.5°¢

(a)

Modositsuk a triadikus Cantor halmaz konstrukciojat a kovetkezGképpen: in-
duljunk ki a [0, 1] intervallumbol, és elss lépésben vagjuk ki a (0.4, 0.6) nyilt
intervallumot, vagyis a kozépsé dtodét. Igy kapjuk a D; halmazt, ami két 0.4
hosszt intervallum tinidja, a mésodik 1épésben ezeknek is vagjuk ki a kozépsd
otodet (tehat a (0.16, 0.24) és a (0.76, 0.84) intervallumokat), igy adodik Do,
négy egyforma hosszu intervallum tnidja, és igy tovabb. Mutassuk meg az elja-
ras eredményérdl, a D = [ D; halmazrél, hogy kontinuum szémossagu, belseje
i=1

tires (ezekben a tulajdonsadgokban hasonlit a Cantor halmazhoz), viszont Lebesgue
meértéke pozitiv.

Tekintsiik a [0, 1] intervallumbol a racionalis szamokat, ezek megszamlalhat6 so-
kan vannak, legyen ¢, qo, ... egy felsorolasuk. Legyen tovabba e egy tetszélege-
sen kicsi pozitiv szam, és G, = U (¢i— 33, ¢+ 33), vagyis vessziik a racionalis sza-

1=

mok egyre kisebb sugari kérnyezetemek uni6jat. Legyen tovabba F. = [0, 1]\ G..
Mutassuk meg, hogy egyrészt p(F.) > 1 — Ce (itt p a Lebesgue mérték, C' pe-
dig egy pozitiv konstans), mésrészt viszont F. seholsem sird. Ez alatt azt értjik,
hogy nincs egyetlen olyan (a, b) C [0, 1] intervallum sem, amelyben F; stirti lenne,
vagyis amelynek minden pontjat el§ lehetne allitani F.-beli szamok sorozatéanak
hatarértékekeént.

Vizsgaljuk meg az alabbi f, : [0, 1] — R és g, : [0, 1] — R fiiggvénysorozatokat a
pontonkénti hatarértékiik és az integréaljaik hatarértéke szempontjabol. Van-e olyan
f:10, 1] = R, illetve g : [0, 1] — R integralhato fiiggvény, hogy f.(z) — f(x), illetve

gn(z) — g(x) Lebesgue majdnem minden z € [0, 1]-re? Mennyi hm (f folx

és hm ( [ gn(z dx)? Teljestilnek-e a dominalt konvergencia tétel, a monoton kon-

vergencia tétel, valamint a Fatou lemma feltételei? Ha igen, mit mondanak ki ezek a
tételek a konkrét esetekben?

(a)

(b)

2n?r —nd2? ha0<z<2/n,
0 egyébként.

Irjuk fel n-t n = 3 _1 + [ alakban, ahol k = 1,2... és1=0,1,..., 3" —1 (ez
minden n -re egyertelmuen megteheté — miért 157) Legyen ezek utan

1 haf <z<H
gn(z) = ’
0 egyebkent.

Legyen adva az (M, F, pu) mértéktéren egy u-re abszolit folytonos (v < p) mérték,
ennek p-re vonatkozo striségfiiggvénye (vagy Radon-Nikodym derivaltja) legyen p(x).
Mutassuk meg, hogy ebben az esetben p < v akkor és csak akkor, ha p(z) > 0 p-
majdnem minden x € M-re. (Megjegyzés: ha u < v és v < u, akkor azt mondjuk,
hogy a két mérték ekvivalens.)

Tekintsiik a kovetkezs f : R? — R fiiggvényt:

1 ha 0<z,0<yés0<z—y<l1,
fle)=9—-1 ha O0<z, 0<yésO<y—z<lI,
0 egyébként.

400 /400 oo /400
Széamoljuk ki [ (f f(z, y)dac) dy-t és [ (f f(z, y)dy) dr-t. Mi a helyzet a

—0o0

— 00

Fubini tétellel?



5. HF: (Beadasi hatarids: 2009.10.15.)

HF 5.1°* Legyen az u(xz) skalarmennyiség az x € R? fiiggvénye, és r = |z| = /2% + -+ + 22
Mutassuk meg, hogy ha wu radialis, azaz z-t6l csak r-en keresztiil fiigg, akkor a v(r) =
u(z) fiiggvény segitségével
d—1

r

z-Yu(z) =710, és  Aulz) =0"(r) +

().

HF 5.2°** Mutassuk meg, hogy a Laplace egyenlet forgatdsinvarians: ha Au =0¢és O egy d X d
ortogondlis matrix, akkor v(x) : = u(0O z) is megoldja a Laplace egyenletet.

HF 5.3 Maximum elv. Legyen ) C R? korlatos, nyilt, és dsszefiiggs. Legyen u egy sima,
harmonikus figgvény Q-n (azaz Au(z) =0, ha z € ).

(a)*** Mutassuk meg, hogy ha van egy olyan z, € 2, melyre u(z,) = maxu(z) (itt
2€Q

Q az Q lezéartjat jeloli), akkor u konstans Q-n. (Utmutatds: 6ran (majdnem)
bebizonyitottuk az atlagérték-tulajdonsagot, mely szerint

1
u(zy) = Bz )| / u(y) dy,

B(zg,r)
persze csak ha r elég kicsi ahhoz, hogy a gdmb még teljesen 2-ban legyen. Hasz-
naljuk.)

(b)** Kovetkezésképp mutassuk meg, hogy maxu(z) = m%(u(g)
zeQ) A4S

HF 5.4** Egyértelmiiség. Legyen Q C R korlatos, nyilt, és 6sszefiiggs. Legyen f egy folyto-
nos fliggvény €2-n, és g folytonos 0€2-n. Mutassuk meg, hogy legfeljebb egy megoldasa

lehet a
Au=—f Q-n,
u=g 0Q-n

Poisson egyenletnek, g peremfeltétellel. (Utmutatds: Mit mond a maximum elv két
megoldas kiilonbségérsl?)

6.HF': (Beadasi hatarids: 2010.10.29.)

HF 6.1*** Ekviparticiés tétel. Legyen u a

Ofu—0%u=0 R x (0, 00) -n,
u=g,0u=h Rx{t=0}-n

hullamegyenlet + kezdetiérték-feladat megoldasa. Tegyiik fel, hogy g és h kompakt
tartoja. A kinetikus és potencidlis energidk

k() = % / Oz, D)2de  illetve  p(t) : = % / (Do, 1)) da.

Bizonyitando, hogy
(a) E(t) + p(t) konstans az id6ben;
(b) k(t) = p(t) minden elég nagy t-re.



HF 6.2°°°

HF 6.3

HF 6.4°°°

Tényleg megmaradasi torvény. Tegyiik fel, hogy F(0) = 0, és u egy olyan sima
megoldasa a

Owu+ 0, F(u)=0 R x (0, 00)-n,
u=g Rx{t=0}n,

megmardasi torvénynek, hogy u(-, t) minden ¢ > 0-ra kompakt tartoju.

(a) Mutassuk meg, hogy

/u(az, t)dz = /g(a:) dz minden t-re,

azaz a teljes anyagmennyiség megmarad.
(b) F pedig tényleg aram: mutassuk meg, hogy az [a, b] intevallumban levd teljes
anyagmennyiség t-kor

b b t t

(1) /u(x, t)da = /g(a:) dx—l—/F(u(a, 5)) ds—/F(u(b, 5)) ds.

a a 0 0

Megjeqyzés: a fentiek igazak maradnak abban az esetben is, ha a megoldds elszakad,
de ezt most még nem tudjuk bebizonyitani.

Fogadjuk el, hogy az elszakadas utan is igaz marad az (1) anyagmegmaradasi egyenlet.
A karakterisztikdk modszere alapjan nem meglepd (és igaz), hogy szigortian konvex
F, valamint upa > ujont, esetén

Ou+ 0, F(u) =0 R x (0, c0)-n,
= Upal, ha z < 7y,
u(x, 0) = g(x) { € [Ujobbs Ubal], ha xp, <z < zj, R x {t=0}n,

= Ujobb, ha z > x5,

megoldéasa véges idén beliil &tmegy egy olyan 16késhullam megoldasba, mely egyetlen
pontban szakad, ettél balra a megoldas értéke upa, jobbra pedig ujopn, és ez a 10kés-
hullam valamely sebességgel halad. Az (1) anyagmegmaradas alapjan szamitsuk ki
e lokéshullam sebességét (miutan kialakult). Hogyan viszonyul a kapott sebesség az
Upal illetve ujop, két oldalhoz tartozoé karakterisztikus sebességhez?

Tekintsiik a

1, ha 2 < 0,
B+ 0u2/2=0 R x (0, c0)n, ar=
ahol g(z)=< 1—2z, ha0<z<1,
u=gq R x {t = 0}-n, 0 e g > 1

Burgers egyenletet kezdeti feltétellel.

(a) A karakterisztikik modszerével mutassuk meg, hogy — amig el nem szakad — a
megoldas a bal oldali 1, illetve jobb oldali 0 konstans értékek linearis 6sszekoté-
sével kaphat6 meg.

(b) A bal oldali 1, illetve jobb oldali 0 értékhez tartozo karakterisztikus sebesség figye-
lembevételével hatarozzuk meg a megoldas explicit alakjat az elszakadés pillana-
taig. Ellendrizziik, hogy a kapott megoldas valoban kielégiti a Burgers egyenletet
és a fenti kezdeti feltételt.



7.HF: (Beadéasi hatarids: 2010.11.05.)

HF 7.1°** Ellenérizziik, hogy a

{@u+@@rﬂ—u»=0 R x (0, 00)-n,

, hax <0,
, haz >0

ahol ¢(z) = {

= win

u=yg R x {t =0}-n,

(kissé modositott) Burgers egyenlet és kezdeti feltételnek az

%, ha r < —2,
v(z, t) = 5E ha - <a <],

1 ¢

T ha x> 5

ritkulési hullam egyarant (gyenge) megoldésa.
HF 7.2 Autok kozlekedését nagy léptékekben tobbé kevésbé jol leirja a

Ou+ 0, F(u)=0 R x (0, 00)-n,
u=g Rx{t=0}n,

megmaradasi egyenlet, ahol F' egy szigoruan konkav sima fiiggvény, F'(0) = F(1) =0,
—00 < dy < F"(u) < dy < Ominden u € (0, 1) esetén, és 0 < g(z) < 1. Az interpreté-
ci6 az, hogy u az autok strtisége, F' pedig az autok drama (darab/mésodperc); vilagos,
hogy 0 stirtiség mellett nincs autod, maximalis, 1 stirtiség mellett viszont teljesen beallt
a dugo, és azért nincs auto-aram.

(a)...

(b)...

Hatarozzuk meg az autok sebességét egy (x, t) pontban, ahol u(x, t) érték az
autok strtsége; tegylik fel, hogy u épp nem szakad ennek a helynek egy nyilt
kornyezetén. (Utmutatds: F(u) megmondja, hogy mennyi aut6é halad &t ma-
sodpercenként z-en, u-bol pedig konnyen jon, hogy (kozelitGleg, hiszen u épp
folytonos) mennyi auté van az [z — e, z] ttszakaszon. Igy egyszertien szamolhato,
hogy mennyi ideig tart az erre a kis szakaszra es6 utols6 auténak dtmenni z-en.)

Az autdk elbb-utobb kijonnek a dugdébdl. Legyenek 1 > cpa > Ciopp > 0
szamok, és a kezddfeltételiink

= Cpa1 Konstans, ha z < zq,
g(x) § = Cjobb konstans, ha x > x4,

tetsz6leges csokkend fiiggvény (cjobb, Char)-ban, ha x € [z, xa).

Ez a kezddfeltétel tehat leirja a dugo végét (ritkulasi hullam). A karakterisztikak
modszerével konnyen lathato, hogy minden ¢ > 0-kor az u (entrépia)megoldas
ekkor cpa1 €s Cjob, kOzOtt marad, valamint sima és nem-novekvé lesz mint az x
fiiggvénye. Raadéasul mindig lesz egy olyan id6tdl fliges X (t) pont, amitsl jobbra
mar konstans cjon, @ megoldas, ennek sebessége a cjon,-hoz tartozé karakterisz-
tikus sebesség. Mutassuk meg, hogy minden auté idével atjut a kozlekedési ka-
oszon, azaz lehagyja az X (t) pontot. (Utmutatds: Mutassuk meg (egy jo rajz
elég), hogy az F fliggvény tulajdonsdgai miatt adhato egy olyan v > 0 szam,
hogy a fent meghatarozott auto-sebesség minden u € [¢jobb, Chal] €setén legalabb
v-vel gyorsabb, mint az u-hoz tartozo karakterisztikus sebesség. Ezért az autos
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sosem lassul (miért is?), és kiszemelhet maga el6tt egy pontot, ahol a karakterisz-
sebesség. Az ehhez tartozo stirtiséget az autos véges idén belil eléri (miért is?),
majd ismét kiszemelheti a forgalomnak egy olyan pontjat, ahol a karakterisztikus
sebesség az 6 pillanatnyi helyén érvényes karakterisztikus sebesség plusz v/2, és
igy tovabb. Véges sok ilyen 1épés utén eléri a cjonp, stirtségi fazist (miért is?).)

HF 7.3%° A &, t =1, 2, ... valoszintiségi valtozok legyenek fliggetlenek és azonos P(§ = 1) =
p=1—P(& = —1) eloszlasuak. Vizsgaljuk meg, hogy Markov lancot alkotnak-e a
kovetkezd valoszintségi valtozod sorozatok:

a) Xy := &€ (beugratos kérdés!);
b) V=& ... &;
c) Zy:= P&, &), ahol P(—1,—1) =1, &(—1,1) =2, ¢(1,—1) =3, &(1,1) = 4.

A Markov lancokra szamitsuk ki az egy lépéses atmenetvaloszintiség-métrixokat.
8.HF: (Beadasi hatarids: 2010.11.12.)

HF 8.1 A Médiarendérség a TV nézéssel kapcsolatban a kovetkezd allapotokat figyelte meg:
0 (sosem néz TV-t), 1 (csak kozszolgalati miisorokat néz), 2 (gyakran TV-zik), 3
(fiiggs), 4 (viselkedési zavarok figyelhetSk meg), 5 (agyhalott). Ezen allapotok kozti
atmeneteket egy Markov lanccal lehet modellezni, melynek atmenetmétrixa

1 0 0 0 0 0
05 0 05 0 0 0
0.1 0 05 03 0 0.1
O 0 0 07 01 0.2
boo 110
0 0 O 0 0 1

(a)*® 1-es allapotbdl indulva, mi a valészintisége, hogy az 5-6s allapot el6bb bekovetke-
zik, mint a 0-s, azaz, hogy egy kozszolgalati mtisorokat nézé agyhalottként végzi?

(b)** Varhatéan mennyi ideig tart amig egy kozszolgalati miisorokat nézé leszokik a
TV-zésrél, vagy pedig eléri az agyhalott allapotot?

HF 8.2°¢*** Alabb harom Markov lanc széban és hozza harom eloszlas. Irjuk fel a Markov lan-
cok allapottereit, atmenetvaldszintiségeit, és igazoljuk, hogy a megfelel§ eloszlasok a
stacionariusak.

(a) n, korben elhelyezett urnaban k goly6é koziil minden méasodpercben egyet vé-
letlenszertien kisorsolunk, és azt az éramutatod iranyaba esé szomszéd urnaba
athelyezziik, amennyiben az iires. Ha nem iires, akkor nem csindlunk semmit.
Fermi-Dirac eloszlas: k golyot véletlenszerden elosztunk n > k£ urnaba tugy,
hogy mindegyik urnaba legfeljebb egy keriilhet.

(b) n, korben elhelyezett urnaban k goly6 koziil minden méasodperchben egyet vélet-
lenszerten kisorsolunk, és azt az 6ramutaté iranyaba esé szomszéd urnaba athe-
lyezziik. Maxwell-Boltzmann eloszlas: k megkiilonboztethets golyot vélet-
lenszertien elosztunk n urnéba.

(¢) n, korben elhelyezett urna koziill minden masodperchben egyet véletlenszerten ki-
sorsolunk, és egy abban levs golyot — ha van — az éramutato6 iranyaba esé szomszéd
urnaba athelyezziik. Bose-Einstein eloszlas: k& megkiilonboztethetetlen golyot
véletlenszertien elosztunk n urnaba.
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HF 8.3*** A Brown-mozgéas Fourier-sorfejtése. Legyenek 7, f.a.e.v.v. standard normélisok
(n=0,1,...),és

t 2 = sin(mt
m=1

Allitas, hogy ez — legalabbis valamely véges ideig — Brown-mozgas. Ennek alatdmasz-
tasara (ez még nem teljes bizonyitds, de nem baj...) mutassuk meg, hogy a fenti
definicioval Cov(B(s), B(t)) = min{s, t}. (Utmutatds:

* A kovariancia bilinearis.

x cos(a £ ) = cosacos f F sinasin .

x Fourier transzformaciobol tudjuk, hogy

2 cos(kx) 3% — 6mx + 272
= 0<zx<2nm.
; 2 12 ’ S@s o)

9.HF': (Beadési hatarids: 2010.11.19.)

HF 9.1°** Mutassuk meg, hogy a 7' : [0, 1] — [0, 1], Tz = 4x(1 — z) kvadratikus leképezésnek
van (a Lebesgue mértékre mézve) abszolut folytonos invarians (valoszintiségi) mértéke,
melynek stirtiségfiiggvénye: p(z) = C(x(1 — x))~"/2. Mennyi C értéke?

HF 9.2°** Legyen T : S' — S!, Tz = +1/5 (mod 1). Erre a forgatasra invaridns az alabbi két
mérték (miért is?):

1
1
p2 = 75 (0o + 001+ doz + 0oz + -+ dos + dog) -

p1 és o koziil melyik ergodikus, és melyik kevers (T-re nézve)?
HF 9.3%** Tekintsiik a 3, 9, 27, ..., 3", ... szamok kettes szamrendszerben felirt alakjaiban az
els6 két jegyet. Mi a gyakoribb, a 11 vagy a 107

HF 9.4°** (A pék leképezése). Legyen M = [0, 1]x[0, 1] (az egységnégyzet), ésaT : M — M
dinamikai rendszert definélja (z, y) € M-re

) (22, 8) ha
e, y) = {(2x — 1, %) ha

o= O
IAINA

T
T

IAN A
L L

(a) Tekintsiik az Ry = {(z,y) e M : 0 <2 <1/2},ésaz Ry ={(x,y) e M : 1/2 <
x < 1} téglalapokat. Mi lesz TRy és TRy (ezeknek a halmazoknak a képe)?
(Ebbdl talan latszik, miért hivjak T-t a pék leképezésének.)

(b) A T leképezés invertalhato: irjuk fel, mik lesznek T—!(z, y) koordinatai.

(c) Irjuk fel az_ (x,y) € M pont mindkét koordinatajat kettes szdmrendszerben,
azaz T = Z S,y = %, ésminden z; és y; (i = 1,2,...) "kettedesjegy" 0

i=1 =1
vagy 1 lehet. FeJezzuk ki az (2/,y') = T(x, y) képpont koordinatainak kettes

szamrendszerbeli alakjat az xz; és y; "kettedesjegyekkel".
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