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o Néhany fogalom és jelolés
o Csiicsperkolacié megvalésitasa
o El- és csiicsperkolacié kapcsolata

o Osszefiiggés a kritikus valészintiségek
kdzott
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Néhany fogalom és jeltlés

Def.: G =(V,E) graf, ahol V a csicsok, mig E az élek halmazat
jeldli. Példaul LY = (Z9,E9): x,y € Z9 csiicsok, e = (x,y) € E¥ az
x-et és y-t Osszekotd él.

Elperkolacié megvaldsitasa: minden él egymastdl fiiggetleniil p
val6sziniiséggel nyitott, 1 — p valdsziniiséggel zart. A graf azon
Osszefliggd része, amelyek csak nyitott éleket tartalmaz, nyitott
firtnek nevezziik.

Legyen C(x) az a nyitott fiirt, amely tartalmazza az x csucsot.
Eleg C(0) = C -t vizsgalni (transzlaci6é szimmetria). A fiirt mérete
a cstcsok szama, amelyeket tartalmaz: |C]|
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Néhany fogalom és jeltlés

Kérdés: az origé része-e egy végtelen, nyitott fiirtnek? (milyen
valészintiséggel)
Def.: Perkolaciés valosziniiség : ©(p) = Pp(|C| = ).
©(p) tulajdonsagai:
@ monoton nové
o folytonos (19> d >2)
o ©9+1(p) > 09(p)
O(p)=0 ,p<
° Ip. - (p) p < pc
O(p)>0 ,p>pc
Azaz a kritikus valésziniiség: pc(d) = sup{p : ©(p) =0}
® pc(d) > pc(d+1)
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Cstcsperkolacioé

Megvaldsitas: az élperkolaciéhoz hasonldan, de itt a cslicsokat
valasztjuk (szinezziik, tordljik stb. )

Azonos médon értelmezhets: C(x), ©U(p), peUe

Mi a kett6 kozott a kapcsolat?

Allitas: Minden élperkolaciés modell megfeleltethets egy
csucsperkoaciés modellnek (masik grafon), de visszafelé ez nem
igaz. A csicsperkolaciés modellek dltalanosabbak.

Készitsiik el a G graf feddgrafjat (G.) a kdvetkezé médon:

@ G minden éléhez hozzarenedeljitk G, egy csiicsat

o G, két kiilonb6z8 csiicsa akkor és csak akkor szomszédos, ha
G-ben a két élnek volt kdzds csicsa

@ Gc-ben egy csics akkor és csak akkor nyilt, ha G-ben a
megfelels él is nyilt

o ezzel G-ben az élekdl allé nyilt utak megfelelnek egy-egy
Gc-beli csiucsokbdl all6 nyilt atnak (oda-vissza)
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Cstcsperkolacioé

Vegyiink egy végtelen, dsszefiiggs grafot: G = (V,E), és
valésitsunk meg rajta egy él- és egy csicsperkolaciét p
paraméterrel. Definicié alapjan értelmezhetjiik ©°9%(p) és ©¢/(p)
perkolaciés val6sziniiségeket, valamint a kritikus valésziniiségeket:

pe' = pE(G) ZSUP{p : 0% (p) = 0}

pgsz’lcs — pgs(lCS(G) — sup{p : @CSL’JCS (P) = 0}

A korabbiakbdl pedig kdvetkezik, hogy

pe' (G) = P& (Ge)

Boross Péter, Lampert Maté, Mandi Gabor

Csiics- és élperkolacio kapcsolata



Cstcsperkolacioé

csics

De mi az osszefiiggés pSics és p¢/ kozott?

Tétel.: Legyen G = (V,E) egy végtelen, dsszefiiggd graf, 0
origéval, és a csicsok maximalis fokszama legyen A(< ). Ekkor a
kritikus valdsziniségekre teljesiil a kévetkezd:

1 él _ csics e\ 2
ﬁﬁpc < p¢ §1—<1_Pc)
Megj:
o prics <1—(1-— pf_?’)Af1 is igaz, de ezt nem bizonyitjuk
o p& < p&ies is igaz, bizonyos graftipusokra
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Cstcsperkolacioé

Bizonyitas 1.
Oran belattuk, hogy:

O(p) < Pp(N(n) = 1) <E,(N(n)) =
=a(n)-p" <2d(2d —1)""1p" =0

; 1 1
ha n— 0 és p < 577, azaz pc > 551

Altalanos esetben a maximalis szomszédok szama A(2d helyett),
igy kapjuk az els6 egyenlGtlenséget:
1

— <
A_1-P

él
c
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Bizonyitas 2.
Def.: Legyen adott V két véleten részhalmaza X és Y. Azt
mondjuk, hogy Y sztochasztikusan dominilja X-et, ha

E(f (X)) <E(f(Y))

minden korlatos, mérhets f fiiggvényre, amelyre  (A) < f(B) ,ha
ACBCV. Ezt X <g Y-nal jeldljiik.

0 X<4Y &P(X<a)>P(Y <a), P(Y =) >P(X =)
Legyen C¢(p) egy élperkolaciés fiirt, C<4(p) pedig egy
csucsperkolacids fiirt, azzal a feltétellel, hogy az origd nyilt.
Allitas:

Ccsz’lcs (P) <q Cél (P)

Cél (P) <q Ccsz’lcs (p/) ah0|p/ —1_ (1 - p)A

Boross Péter, Lampert Maté, Mandi Gabor Csiics- és élperkolacio kapcsolata



Mivel
0%(p) = By(|C¥(p)| =)
p—lecsz’lcs (p) = P, (‘ cesics (p)‘ = oo)

Osszevetve az el6z8ekkel:

csics csics (

A
P P )

aholp’=1—(1-p
Ebbél kovetkezik az eredeti allitas:

él csiics él A
Pc Spc §1_<1_pc)
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Megkonstrualunk egy parositast a csiucsok és élek kozott, hogy
bizonyitsuk a kovetkezét:

Ccs[/cs (p) §st Cél(p) Sst Ccsz’lcs (P’)

Valésitsunk meg egy élperkolaciét a G = (V/, E) grafon p
paraméterrel. Legyen e, ey, .... egy fix rendezése E-nek (éleknek).
A k-adik lépésben van két halmazunk: (A, Bx) ahol Ay C V,
By CE.
@ elsé lépésben Ag = {0}és By = 0.
@ megkeressiik a rendezésben az els§ e élt, amelyre e ¢ By, és
Ay pontosan egy csicsaba fut (pl. x)

Ag hae zart
A1 = )
AxU{y} haenyilt

ByU{e} hae zért
By hae nyilt

ahol e = (x,y)
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@ Aw(piros) C A
o A (piros) ~ C4s (p)
@ (Ccsucs (P) <q ce! (p)
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A konstrukcidbdl kovetkezik, hogy
o Ay és B, monoton ndvekvd

@ az oriét tartalmazé nyilt firt: Aw = klim A

—00

Szinezés:
@ az origb legyen piros
@ minden tovabbi y csics legyen piros, ha az oda vezet6 e él
nyitott
o legyen fekete, ha az odavezet§ él zart.
Tekintsiik most az origét tartalmazé piros fiirtot: Aw(piros)

@ Au(piros) C A és minden csics, amely szomszédos Aw(piros)
valamely csiicsaval, de nem eleme annak, sziikségszeriien
fekete

o A (piros) ugyanolyan eloszlasi, mint C4c (p)
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Ezekbs| kovetkezik, hogy C4¢ (p) <s C¢ (p).
HasonIé_)médon bgléthaté a masik egyenlGtlenség is.
Legyen G =(V, E) egy iranyitott graf: minden e = (x,y) él
helyett két iranyitott él lesz: [x,y),[y,x). Ezen a grafon egy
irdnyitott élperkolacidt valésitunk meg.
Szinezés:

@ az origb legyen zdld

@ minden x(# 0) csics z6ld, ha legalabb egy f = [y, x) él nyitott

@ egyébként fekete
Ekkor

Pp(x z6ld) =1—(1—p)P™) <1 (1-p)*

ahol p(x) az x csics fokszama, A = max,{p (x)}
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Az el6z6ekhez hasonléan felépitjiik Ao-t a kdvetkezd kiilonbséggel:

@ akkor és csak akkor tekintiink egy e = (x,y) (x € Ak, y ¢ Ax)
élt nyitottnak, ha [x,y) nyitott.

Ezutan A«(z0/d) azon csicsok halmaza, amelyekbd! z5ld
csticsokon keresztiil eljuthatunk az origéba
Ekkor

0 Aux(z0ld) D Ax
0 Aw(z0ld) <g C4 (p')
Ezekbdl kovetkezik, hogy

Cél (P) <q Ccsz’:cs (p/) ah0|p/ —1— (1 - p)A
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0 Aw(z0ld) D Aw, Aw(z0ld) <s CU(p)
o C(p) 0 C0 ()
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Koszonom a figyelmet!
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