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Néhány fogalom és jelölésDef.: G = (V ,E ) gráf, ahol V a csúcsok, míg E az élek halmazátjelöli. Például L
d = (Zd ,Ed ): x ,y ∈ Z

d csúcsok, e = 〈x ,y〉 ∈ E
d azx-et és y -t összeköt® él.Élperkoláció megvalósítása: minden él egymástól függetlenül pvalószín¶séggel nyitott, 1−p valószín¶séggel zárt. A gráf azonösszefügg® része, amelyek csak nyitott éleket tartalmaz, nyitottfürtnek nevezzük.Legyen C (x) az a nyitott fürt, amely tartalmazza az x csúcsot.Elég C (0) ≡ C -t vizsgálni (transzláció szimmetria). A fürt méretea csúcsok száma, amelyeket tartalmaz: |C |
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Néhány fogalom és jelölésKérdés: az origó része-e egy végtelen, nyitott fürtnek? (milyenvalószín¶séggel)Def.: Perkolációs valószín¶ség : Θ(p) = Pp(|C | = ∞).
Θ(p) tulajdonságai:monoton növ®folytonos (19≥ d ≥ 2 )

Θd+1(p) ≥ Θd(p)
∃pc :

{

Θ(p) = 0 , p < pc
Θ(p) > 0 , p > pcAzaz a kritikus valószín¶ség: pc(d) = sup{p : Θ(p) = 0}pc(d) ≥ pc (d +1)Boross Péter, Lampert Máté, Mándi Gábor Csúcs- és élperkoláció kapcsolata
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CsúcsperkolációMegvalósítás: az élperkolációhoz hasonlóan, de itt a csúcsokatválasztjuk (színezzük, töröljük stb. )Azonos módon értelmezhet®: C (x), Θcsúcs(p), pcsúcscMi a kett® között a kapcsolat?Állítás: Minden élperkolációs modell megfeleltethet® egycsúcsperkoációs modellnek (másik gráfon), de visszafelé ez nemigaz. A csúcsperkolációs modellek általánosabbak.Készítsük el a G gráf fed®gráfját (Gc) a következ® módon:G minden éléhez hozzárenedeljük Gc egy csúcsátGc két különböz® csúcsa akkor és csak akkor szomszédos, haG -ben a két élnek volt közös csúcsaGc -ben egy csúcs akkor és csak akkor nyílt, ha G -ben amegfelel® él is nyíltezzel G -ben az élek®l álló nyílt utak megfelelnek egy-egyGc -beli csúcsokból álló nyílt útnak (oda-vissza)Boross Péter, Lampert Máté, Mándi Gábor Csúcs- és élperkoláció kapcsolata
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CsúcsperkolációVegyünk egy végtelen, összefügg® gráfot: G = (V ,E ), ésvalósítsunk meg rajta egy él- és egy csúcsperkolációt pparaméterrel. De�níció alapján értelmezhetjük Θcsúcs(p) és Θél (p)perkolációs valószín¶ségeket, valamint a kritikus valószín¶ségeket:pé lc = pé lc (G ) = sup{p : Θél (p) = 0}pcsúcsc = pcsúcsc (G ) = sup{p : Θcsúcs (p) = 0}A korábbiakból pedig következik, hogypé lc (G ) = pcsúcsc (Gc )Boross Péter, Lampert Máté, Mándi Gábor Csúcs- és élperkoláció kapcsolata
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CsúcsperkolációDe mi az összefüggés pcsúcsc és pé lc között?Tétel.: Legyen G = (V ,E ) egy végtelen, összefügg® gráf, 0origóval, és a csúcsok maximális fokszáma legyen ∆(< ∞). Ekkor akritikus valószín¶ségekre teljesül a következ®:1
∆−1 ≤ pé lc ≤ pcsúcsc ≤ 1−(1−pé lc )∆Megj:pcsúcsc ≤ 1− (1−pé lc )∆−1 is igaz, de ezt nem bizonyítjukpé lc < pcsúcsc is igaz, bizonyos gráftípusokra
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CsúcsperkolációBizonyítás 1.Órán beláttuk, hogy:
Θ(p) ≤ Pp(N(n) ≥ 1) ≤ Ep (N(n)) =

=σ(n) ·pn ≤ 2d(2d −1)n−1pn → 0ha n → ∞ és p < 12d−1 , azaz pc ≥ 12d−1 .Általános esetben a maximális szomszédok száma ∆(2d helyett),így kapjuk az els® egyenl®tlenséget:1
∆−1 ≤ pé lcBoross Péter, Lampert Máté, Mándi Gábor Csúcs- és élperkoláció kapcsolata
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Bizonyítás 2.Def.: Legyen adott V két véleten részhalmaza X és Y . Aztmondjuk, hogy Y sztochasztikusan dominálja X -et, ha
E(f (X )) ≤ E(f (Y ))minden korlátos, mérhet® f függvényre, amelyre f (A) ≤ f (B) ,haA⊆ B ⊆ V . Ezt X ≤st Y -nal jelöljük.X ≤st Y ⇔ P(X < a) ≥ P(Y < a), P(Y = ∞) ≥ P(X = ∞)Legyen C é l(p) egy élperkolációs fürt, C csúcs(p) pedig egycsúcsperkolációs fürt, azzal a feltétellel, hogy az origó nyílt.Állítás: C csúcs (p) ≤st C é l (p)C él (p) ≤st C csúcs (p′) aholp′ = 1− (1−p)∆Boross Péter, Lampert Máté, Mándi Gábor Csúcs- és élperkoláció kapcsolata
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Mivel
Θé l (p) = Pp (

∣

∣

∣
C é l (p)∣∣

∣
= ∞

)p−1Θcsúcs (p) = Pp (
∣

∣

∣
C csúcs (p)∣∣

∣
= ∞

)Összevetve az el®z®ekkel:
Θcsúcs (p)p ≤ Θé l (p) ≤ Θcsúcs (p′)p′ aholp′ = 1− (1−p)∆Ebb®l következik az eredeti állítás:pé lc ≤ pcsúcsc ≤ 1−(1−pé lc )∆
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Megkonstruálunk egy párosítást a csúcsok és élek között, hogybizonyítsuk a következ®t:C csúcs (p) ≤st C é l (p) ≤st C csúcs (p′)Valósítsunk meg egy élperkolációt a G = (V ,E ) gráfon pparaméterrel. Legyen e1,e2, .... egy �x rendezése E -nek (éleknek).A k-adik lépésben van két halmazunk: (Ak ,Bk) ahol Ak ⊆ V ,Bk ⊆ E .els® lépésben A0 = {0}és B0 = /0.megkeressük a rendezésben az els® e élt, amelyre e /∈ Bk , ésAk pontosan egy csúcsába fut (pl. x)Ak+1 =

{Ak hae zártAk ∪{y} hae nyíltBk+1 =

{Bk ∪{e} hae zártBk hae nyíltahol e = 〈x ,y〉Boross Péter, Lampert Máté, Mándi Gábor Csúcs- és élperkoláció kapcsolata
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A konstrukcióból következik, hogyAk és Bk monoton növekv®az oriót tartalmazó nyílt fürt: A∞ = limk→∞
AkSzínezés:az origó legyen pirosminden további y csúcs legyen piros, ha az oda vezet® e élnyitottlegyen fekete, ha az odavezet® él zárt.Tekintsük most az origót tartalmazó piros fürtöt: A∞(piros)A∞(piros) ⊆ A∞ és minden csúcs, amely szomszédos A∞(piros)valamely csúcsával, de nem eleme annak, szükségszer¶enfeketeA∞(piros) ugyanolyan eloszlású, mint C csúcs (p)Boross Péter, Lampert Máté, Mándi Gábor Csúcs- és élperkoláció kapcsolata
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Ezekb®l következik, hogy C csúcs (p) ≤st C é l (p).Hasonló módon belátható a másik egyenl®tlenség is.Legyen −→G = (V ,
−→E ) egy irányított gráf: minden e = 〈x ,y〉 élhelyett két irányított él lesz: [x ,y〉,[y ,x〉. Ezen a gráfon egyirányított élperkolációt valósítunk meg.Színezés:az origó legyen zöldminden x(6= 0) csúcs zöld, ha legalább egy f = [y ,x〉 él nyitottegyébként feketeEkkor

Pp (x zöld) = 1− (1−p)ρ(x) ≤ 1− (1−p)∆ahol ρ (x) az x csúcs fokszáma, ∆ = maxx{ρ (x)}Boross Péter, Lampert Máté, Mándi Gábor Csúcs- és élperkoláció kapcsolata
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Az el®z®ekhez hasonlóan felépítjük A∞-t a következ® különbséggel:akkor és csak akkor tekintünk egy e = 〈x ,y〉 (x ∈ Ak , y /∈ Ak)élt nyitottnak, ha [x ,y〉 nyitott.Ezután A∞(zöld) azon csúcsok halmaza, amelyekb®l zöldcsúcsokon keresztül eljuthatunk az origóbaEkkorA∞(zöld) ⊇ A∞A∞(zöld) ≤st C csúcs (p′)Ezekb®l következik, hogyC él (p) ≤st C csúcs (p′) aholp′ = 1− (1−p)∆
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Köszönöm a �gyelmet!
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