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BEVEZETES



Poisson-féle integral formula

e Mireisjo az?
— A Dirichlet probléma megoldasara az egység koron
(kés6bb kissé altalanosabba tessziik).

— ElGallithatjuk az u(z) harmonikus fuggvény
egyseggombbeli értékeit az egységkoron felvett
fuggvényértékekkel (integralas).

* Cauchy-tetelbdl: .
u(O):E'gu(e“)dt
— Itt u(z) harmonikus egy olyan tartomanyon, mely

tartalmazza a S,(0)-t. Ez egyébként a Poisson-formula
egy specialis alakja.



Poisson-féle integral formula

(levezetés alapotlete)

Tekintsuk az alabbi transzformaciot: |z|<1
L+ 27
0 - 0 1

— Erre a transzformaciora: S,(0)->S,(0) és C,(0)—>C,(0)
— Analitikus, és harmonikussal vett kompozicidja is

harmonikus.
— Tovabba: U(z)=u-®_, (2)
— ES: U(O):uoCD_ZO(O):u(ZO)

Ez is volt a célunk ezzel a transzformacioval,
ugyanis U(0)=u(z,) esetén felhasznalhatjuk az
el6bbi 6sszefliggést az u(z,) értékek elballitasara a
korlapon belul.



Poisson-féle integral formula
(levezetés)

e Kifejtve: ” |
1 1 [ .

u(zg) = U(0) = — f Ule'®)dt = — f ued__ () dt
AT Jp £TC Jp

e Hajtsuk végre egy valtozécserét: < =o_,(e¥)
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Poisson-féle integral formula és
alternativ alakjai

Behelyettesités utan:

2 9 is
u(zo):l_2|7zt0| ZJ' u(e ) ~ds, 7, <1

Ez a Poisson-fele integral formula.
Mas alakok:

.. RT—rI [T u(Re=) o
ULZ) = = (15, lz] << K

27 Jy |Re¥—z|?

—

BRI y2 o7 u(Re'#)

(reif) = ; ) L d
ulre®, 2T J R? —2rcos(f — )+ r? d¢

megj.: r=0 esetén ez a korabbi Cauchy-tétel



TRANSZFORMACIO A FELSO
FELSIKRA



Dirichlet-probléma
a felso félsikon

e Probléma:
- gw’_ + iy) = 0 megoldasat keressiik a felsg félsikon.

ott u(:r) f(:r) peremfeltétel a valds tengelyen,
(x) korlatos és szakaszonkent folytonos.

. Vezessuk vissza az el6z6 esetre!
— Tekintsuk a kaetkezé’ linearis tortleképzést:
[ — Z
=9(2) = I + Z
— A valos egyenest az egységkorvonalba, a felso félsikot
a kor belsejébe képzi.
— s € R képe a kérvonalon : e!® :=1)(s)




Az integralformula levezetése

* w(z)=U(w) =U(¥(2))

* A o-sikona AU(w) = 0 megoldasa

oL ,_! s LV

Y~ He'?)) peremfeltétellel ismert, a

o+ |
: Y

megoldast a Poisson-féle integrél formula adja meg:

IT
'y

. _ —|w(2)]? F f(yw (e"ﬁ))
u(x+ i) = Uy (x + i) = Ul (2)) =L [ LW
2 ple” —w(z )\
 Valtozdcsere: s=1"(e'?), dp= —ds , ezzel

| S

u(x+1y)=

1—|w(:)|2] f(s)  ds
~y(2)|" 1+5°



Poisson-féle integral formula
a felso félsikon

e Kozvetlen szamolassal belathato:

l_|W{:]|1 :{I+S1] 1‘

e —w(2)]|’ (x—5)" +y°

 Avégeredmény a Poisson-féle integral formula:

yr__ JG) y 1 fx—s)
u(x+1iy) = '[(x Fo ~ds = IS ) —dls

2y

T xT+y°

* Poisson-mag: P (x)=



Konvolucios képlet

e Ezt felhasznalva:

u(x +iy) = ﬁ j[f(S)Br(x —§)ds = ﬁ jf(x —5)P, (s)ds

A megoldas a peremfeltétel és a Poisson-mag
konvolucidja.



PELDA



Poisson integral formula alkalmazasa

Példa: Dirichlet probléma megoldasa a fels6 félsikra a

kovetkezO hatarfeltétellel:
C ,haa<x<b

f(x)= =
(x)=u(x) {O ,egyébkent

Alkalmazzuk a formulat:

o0 b
u(x+i-y):lj f(f) ds:lj C2 ds
T, (X=5) +Yy’ T (x=8) +y°

Elvégezve az integralast:

: C b—X X—a
u(x+|-y)=...:; arctan R +arctan| ——



Szemléletes kép
Y A

a, = arctan —j

a, =arctan| >~ :
2 y : X+iy




Poisson integral formula alkalmazasa

e Példa: Dirichlet-probléma a fels6 félsikon az alabbi
peremfeltétellel (Poisson hémérsékleti eloszlas):

f(x)—u(x)—fz(x)—f S
T X +d

e Felirva az integralformulat:

) P ( ) T \
u(x +1y) = 2 I - {f) —ds = D \/EJ‘ - > s } )
T2(x—58)" +y° T \m2(s"+a )(x—s5)" +y")

I

(x* +a’)(x-2)"+ ")

h(z)=



Poisson integral formula alkalmazasa

* Avalds tengelyen vett integral kiszamithato a felsé
félsikon vett konturintegral segitségével. (-R-t6l R-ig a
valds tengelyen, és R sugaru félkor, majd R—>oo).

* h(z) -nek egyszeres polusavanz =ia es z = x + 1y
pontokban.

e h(z) residuumai:

1 1

(x—ia)* +y* 2ia
1 ]

(x+iy) +a 2iy

Res(h(z).ia) =

Res(h(z).x+iy)=



Poisson integral formula alkalmazasa

e Res-tétel, és az integral a félkoron eltlinik:

2
u(x+iy)= ﬂJ:ZRI[Re s(h(z).,ia)+ Res(h(z),x+iy)) =
T \r

\F a+y
T ,I'E-l-[ﬂ-i-_}’}z

u(x+iy) = P, (x)

 Tehat a hGmérséklet eloszlasa a valos tengellyel
parhuzamos egyeneseken a+y paraméterd Poisson.




