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Minden feladat annyi pontot ér, amennyi ® lathaté mellette.

1. HF: (beadéasi hatarids: szeptember 12.)

HF 1.1 *** Legyenek X, Y € £L1(Q, F,P), melyekre tudjuk, hogy E(X|Y) =Y m.b., és E(Y|X) = X m.b.
Mutassuk meg, hogy P{X =Y} = 1. (Tipp (bdr mdshogy is lenne szép megoldds, ha L>-beliséget is
feltettiink volna): tekintsik a

kifejezést.)

HF 1.2 *** Legyen

EX-Y;X>c,Y<)+EX-Y;X<g,

G C F az (Q, F, P) valoszintiségi mezén o-algebra.

Y <¢)

Ha X méar G-mérhets, akkor

E(X|G) = X, ami azt sugallja, hogy az X — E(X|G) leképzés egyfajta projekcio. Mutassuk
meg, hogy valoban: az £2(Q, F, P) Hilbert-téren (skalarszorzas az (X, Y)p = E(XY)) ez a leképzés
ortogonalis projekcio az £L2(Q, G, P) altérre.

HF 1.3

fiiggvényiik E(e’s) = e’\2/2.) Legyenek tovabba a, b € R,

n
Sy = E ks és X, = etSnbn,
k=1

Mutassuk meg, hogy

de r > l-re

X,—>0mb.<b>0,

2
X,— 0L -bensr< —-
a

2. HF: (beadési hatarids: szeptember 19.)

*¢*® Legyenek &1, &, ... fae., standard normalis valtozok. (Emlékezziink, hogy momentumgenerald



HF 2.1 ** Legyen S,, egy egyszert, szimmetrikus bolyongd tavolsaga az origotdl a sikbeli négyzetracson n
lépés utan. Legyen v, = inf{n : S, > r}.
(a) Mutassuk meg, hogy S? — n martingal.
(b) Mutassuk meg, hogy r—2E(v,.) — 1 amint 7 — oo.

HF 2.2 ** A feladat ugyanez, de ezuttal a sikbeli bolyongd 1épései fliggetlenek, egységnyi hosszuak, és iranyuk
egyenletes eloszlasu.

HF 2.3 *** Legyenek X, Xs, ... fliggetlen, azonos Exp(1) eloszlasu valoszintségi valtozok, S, = X1 +--- +
Xn, {Fn} a természetes filtracio. Mutassuk meg, hogy

n! g
eSn
(]_ + Sn)nJrl

martingal {F, }-re nézve.
HF 2.4 *** Egy urnaban n fehér és n fekete golyo van. Visszatevés nélkiil sorra kihuzzuk 6ket. Fekete golyd
huzasakor 1 forintot fizetiink, fehér goly6 esetén 1 forintot kapunk. Jeldlje X; a pénziinket i golyd
hazasa utan (Xo = 0). Legyen
X

Y, = - (I1<i<2n-1), illetve Z; =
2n —1

XZ? — (2n —1)
2n—19)(2n—1—1)

(1<i<2n-2).

(a) Mutassuk meg, hogy Y; és Z; martingal.
(b) Hatéarozzuk meg X; szorasnégyzetét.

3. HF: (beadasi hatarids: oktober 2.)

HF 3.1 *** A fogadd tonkremenetele. Legyenek X, Xo, ... faevv., P{X; =1} = p, P{X; = —1} = ¢, ahol
0<p=1-—¢q<1,ésp#q. Legyenek tovabba 0 < a < b egészek, és

Spi=a+X1+Xo+ -+ X,, T :=inf{n : S, =0 vagy S, = b}.

(a) Mutassuk meg, hogy ET < co. Tipp: volt erre egy egyszert lemmdnk.
(b) Bizonyitsuk be, hogy
q

Sn
M”::<5> ¢s  Ny:=S,—n(p—q)

mindketten martingalok (a természetes filtraciora nézve).
(c¢) Hatarozzuk meg a P{St = 0} tonkremenési valosziniiséget, és a jaték ET varhato idStartamat.

HF 3.2 Doob opciondlis megdlldsi tétel kiterjesztése. Legyen 7 > 0 megallasi id6, ET < oo. Vegyiik észre,
k—1
hogy {7 > k} = N{r # i} € Fr—1.
i=0

1=

(a) ** Az
[ Xean = Xol = |3 (X = Xuoa) - Ur 2 k| < 71Xk = Xeoa| - 1 2 k)
k=1 k=1

egyszerii észrevétel és Doob opcionalis megallasi tétele (iii) pontjanak bizonyitasa alapjan mu-
tassuk meg, hogy ha X szupermartingal, melyre van olyan C' € R, hogy

E(‘Xk—kall‘]:kfl) <C Vk > 0, m.b.,

akkor EX, < EX,. Martingal esetén természetesen egyenléség van.
(b) ** Hasonloan, ha My = 0, lassuk be, hogy

n

(1) M2, =3 (My— My 2)* 1{r >k} +2 > (M; = Miy) - (M; — M, 1) - 1{r > j},

k=1 1<i<j<n
o0
2 .
@ M= (Mi-M)® U=k +2 Y (M- M) (M, — M) - 17 > 4},
k=1 1<i<j<oo

(a szummak m.b. véges sok tagbol allnak). Legyen M martingél, melyre My = 0, és van C' € R,

hogy
M, — Mk-_1| <C vk > 0, biztosan.



(Nyilvdn ezt lehetne gyengiteni, de most elégedjink meg ennyivel.) Feltessziik tovabba, hogy
E7? < co. Ekkor lassuk be, hogy (1) jobb oldaldnak elss szummé&ja monotonon konvergal (2) jobb
oldalanak els6 szumméjahoz melynek varhatéd értéke véges, a masodik szummak varhatod értéke
pedig nulla mindkét esetben. Tipp: Fubini tétel. Vonjuk le a kovetkeztetést: lim EM2,, =

n—oo
HF 3.3 Wald azonossdgok. Legyenek Y7, Ya, ... faevv.-k Ll-ben, u := EY;, és 7 > 1 megallasi id6 (a
n
természetes o-algebra szerint), Er < co. Legyen S,, = > Y;. Mutassuk meg, hogy
i=1
(a) ® ekkor ES, = p - E7.
(b) ** Ha Y; korlatos és ET2 < oo is teljesiil (nyilvdn ezeket lehetne gyengiteni, de most elégedjiink
meg ennyivel), 0 : = D?Y;, akkor E(S, — ut)? = 02 - E7. (Ezt dltaldban a p = 0 esetben szokds
haszndlni.)

Tipp: Hasznaljunk martingdlt, és az elézd feladat két részét.
4. HF: (beadési hatarids: oktéber 3.)

HF 4.1 Repiil az egyenletes, ki tudja hol dll meg... Legyenek Y7, Ya, ... faevv., Egyenletes(0, 1) eloszlassal.
n
Legyen S, := > Y;, és 7 :=min{n : S, > 1}.
i=1

(a) * Mutassuk meg, hogy rogzitett 0 < z < 1-re P{S,, < z} = 2"/n!l. Figyelem, ez nem igaz z > 1
esetén!

(b) * Hatarozzuk meg E7-t. Tipp: T nemnegativ, igyhogy lehet farokvaldszindségeket dsszegezni. A
farokvaldoszinidségek viszont szoros dsszefiiggésben vannak az (a) feladattal.

(c) * Mivel 7 megallasi id6, a Wald azonossag alapjan szamoljuk ki E(S; —1)-et, azaz, hogy varhat6an
hol van a faevv. egyenletes idGkozii felajitasi folyamatban az 1 utdn kévetkezd elsG felujitési
id6pont.

HF 4.2 *** A log-optimdlis portfolio, avagy Bellman optimalitdsi elv. Az n-edik fogadés soran egységnyi
fogadasi sszeg nyereménye &,, ahol (&§,)nen fliggetlen és azonos eloszlasu valdszintségi valtozok,
melyeknek kozos eloszlasa P{¢, = +1} =p, P{{, = -1} =q,q+p =1, p > 1/2. Magyarul: ¢ < 1/2
valoszintiséggel elveszitjiik a befizetett Osszeget és p = 1 — ¢ > 1/2 valoszintséggel a duplajat nyerjik
vissza. Az n-edik fogadés soran C,, Osszegre fogadunk. Y, a kezdeti vagyonunk és Y, -el jeloljiik
az n-edik fogadas eredményhirdetése utani teljes vagyonunkat. Nyilvan: 0 < C,, < Y,,_1, n > 0.
Célunk: rogzitett N szamu fogadas soran maximalizalni az Elog(Yn/Yy) vdrhato nyereség rdtinkat.
Fn=0(&1,...,&) a folyamat természetes filtracioja.

(a) Bizonyitando, hogy tetszdleges josolhats C,, fogadasi stratégia mellett Z,, := logY,, — na szuper-
martingél, ahol a = plogp + qlog g + log 2. Ebbdl kovetkezik, hogy Elog(Yn/Yy) < Na.

(b) Am létezik olyan fogadasi stratégia, amely mellett a fenti Z,, martingal. Tehat a varhato nyereség
rata fenti optimalis fels6 korlatja megfelels stratégia valasztéassal elérhetd.

HF 4.3 **** Azuma-Hdiffding egyenldtlenség.

(a) Legyen ¢ > 0, és —¢ <Y < ¢ nulla varhato értéki valoszintségi valtozo. Ekkor minden 6 € R-re
Ee?Y < cosh(fc) < ef7e’/2,

Tipp: minden konvex f fiigguényre — példdul az e fiigguényre is — igaz, hogy

c—l—y_
2c

fo) < 57 f(=o)+

f(e).
ha —c <y <ec.

(b) Legyen M egy martingél, melyre My = 0, és valamely {c,, }nen sorozatra |M,, — My, 1| < ¢, Vn.
Ekkor minden x > 0 esetén

~a2/(2 35 )
P{supMka} <e =t
k<n
Tipp: kiovessik az iterdlt logaritmus tétel bizonyitdsa O részének gondolatmenetét.

5. HF: (beadasi hatarids: oktober 10.)



HF 5.1

HF 5.2

HF 5.3

** A Black-Scholes lemma mdsodik fele. Legyen N > 0 egész, és
Q:{wl, W, ..., WN wi::tl}7

F a természetes o-algebra, F,, = 0({wi}?:1), és P a szorzatmeérték, mely szerint w;-k fae., P{w; =
1} =p=1-P{w; = —1}. Legyen tovibba M egy martingal az {F,,} filtraciora nézve. Oréan lattuk,
hogy van olyan josolhaté H folyamat, hogy

M=My+He?Z, azaz M, :MO—s—ZHk-(Zk—Zk_l) (0<n < N),
k=1
ahol
k
Zk = Z(wk - 2p—|— 1)
i=1
A feladat belatni H egyértelmiiségét.

**® Szoegyezés. Egy s elemii ABC-bdl fiiggetleniil, egyenletes eloszlassal irunk n betiit egymas mogé.
Legyen B egy adott, k& < m hosszisagu sz6, és X az a szam, ahanyszor B el6fordul az n hosszi
bettisorozatunkban. (Atfedés is lehetséges, pl. a B = AJJAJ k = 5 hosszt sz6 kétszer fordul el§ az
n = 11 hosszi, BAJJAJJAJDF sorozatban.). Mutassuk meg, hogy

1k _e2/onk?
P{’X—(n—k—i—l)(;) ‘2£}§2e /2nk”

Golydk és urndk finomitva. m golydt egymastol fiiggetleniil, egyenletesen elhelyeziink n urnaba.
Legyen F; az els6 i golyo helye altal generalt o-algebra, és M; = E(F' | F;), ahol F' az iires urnak
szadma az utolso golyo elhelyezése utan. Legyen Y; az iires urnak szama az i. lépés utan (i =0, ..., m).
Mutassuk meg, hogy

@ e ()
(b) ** |M; — M; 4| < (nT—l)m*Z;
(C) ()

_2(n-1/2)

P{{F —p[>ze} <2¢ »n,

ahol p = EF = n("fl)m.

n

6. HF: (beadasi hatarids: oktober 24.)

HF 6.1

HF 6.2

*® Legyen Q) = Z, és T az eltolas: Tn = n+ 1 ha n € Z. Mutassuk meg, hogy Z-n nincs eltolés-
invaridns val6szintiségi mérték.

Ergodicitds jdtékmodell. Legyen N > 0 egész, X = {0, 1}V, és 0 € [0, 1]. A Bernoulli(o) szorzatmér-
ték X-en az a P(@ eloszlas, mely szerint

N

1Mz

> @ (1—x)
P@{z} =p=1 " (1— )= , zTEX.

Nagyon formalisan, de csak annyi van ideirva, hogy N urna mindegyikében egymastol fiiggetlenil o
valoszintiiséggel van egy golyo, 1 — p valészintiséggel nincs golyo.
Definialjuk a koévetkezs, X-ben haladé folyamatot: minden 1épésben egyenletesen és mindent6l fiig-
getleniil valasztunk egy permutaciot az {1, 2, ..., N} szdmok N! permutécidja kozil, és az aktualis
allapotot ezzel megpermutaljuk, azaz az n. lépésben

X)) X(n+1)  Xi(n+1) = Xpm(n),  i=12,...,N;neZ

2

ahol a 7(n) permutéciok kiillonb6zs n-ekre fiiggetlenek. Azaz: az urnékat golyostul megpermutéljuk
minden lépésben fiiggetleniil, igy kapjuk a kdvetkezs 0-1 sorozatot az el6z6bdl.

(a) ** Mutassuk meg, hogy minden 0 < ¢ < 1 esetén a Bernoulli(p) eloszlas stacionarius eloszlasa az
X (n) folyamatnak.

(b) ** Ergodikus-e a Bernoulli(p) eloszlas ezzel a dinamikaval? (Pontosabban a Bernoulli(p) kezdeti
eloszlas és a dinamika altal indukalt eloszlas a trajektoridk terén ergodikus-e?) Ha igen, miért,
ha nem, mik az extremalis valoszintiségi mértékek, 6k miért extremalisak, és hogyan keverhetd
ki belsliik a Bernoulli(p) eloszlas? Indokoljunk!



(¢) ** Legyen f annak indikatora, hogy (a nulla id6ben) van az els§ urnaban golyo, azaz

fQ=H0,1F 5 F{X(n)}nez) = X1(0).

Hatarozzuk meg f ergodikus atlagét, azaz a
1 n—1
9=9({X(n)}nez) = lim — ZO X.1(4)  mb.
1=

valoszintségi valtozot, mint a trajektoridk (azaz elemi események) fiiggvényét. Mik az invarians
halmazok, és igaz-e, hogy g ezekre mérhet6? Indokoljunk!

(d) ® Hatarozzuk meg g eloszlasat, ha a rendszer Bernoulli(p) eloszlasban fejlgdik.

(e) * Mi koze van a fenti valaszoknak a folyamat irreducibilis komponenseihez? Megjegyzés: e
jatékmodellben ez trividlis, de az €let persze nem mindig ilyen egyszerd.

7. HF: (beadasi hatarids: oktober 31.)

HF 7.1

HF 7.2

e Az X = {—1, 2} kételemt allapottéren tekintsiik azt a Markov lancot, melynek atmenetméatrixa

(5 3)

Az 6ran tanultak mentén bizonyitsunk CHT-t magéra az X,, Markov lancra az § stacionarius elosz-
lasaban, adjuk meg a CHT-ban szerepld szorast is. (Késébb lesz erre egy jobb mddszerink is, de most
csinaljuk izombdl: keressiik meg a mdatriz bal oldali sajatvektorait, az ezekre vald felbontds segitségével
a P{X, = i|Xo = j} valdsziniségek expliciten szamolhatdk (i, j = —1 vagy 2). Ezért a feltételes
vdrhatd értékek is expliciten szdmolhatdk, és erre volt sziikség az ordn ldtott sémdhoz (X, felbontdsa

eqy staciondrius Z, folyamat névekményére és egy martingdlnévekményre). Ezutdn johet a martingdl
CHT.)

***** Az el6bbi feladatban bizonyitsunk nagy szamok torvényét és centralis hatareloszlastételt arra,
hogy (stacionérius eloszlasbdl indulva) n-ig hanyszor torténik meg a —1 — 2 ugras. (Tipp: I; : =
X1 =-1, X; =2}-P{X,_1 = -1, X; =2}, és nagyon figyeljink arra, hogy ez X;_1-tél is figg,
nem csak X;-t6l. Haszndljuk az el6z6 feladat részeredményeit.)

o= &5
©loo g‘H

8. HF: (beadasi hatarids: november 7.)

HF 8.1

HF 8.2

(a) * R%n a p-norma:
1/p
xlly = (320 (1<p<o)
i=1
segitségével definialt operatornorma:

A
1] = sup 12
28 Tl

a valos d X d matrixokon a norma tulajdonsigokon kiviil szubmultiplikativ is:
|A-BJ| < [[A]] - [[B]].

Mutassuk ezt meg a definici6 alapjan. (Tipp: Bdvitsik a bal oldalt a sup alatt ||Bx||-szel.)

(b) *** Legyenek most A, fae. véletlen d x d matrixok, melyekrsl feltesziink annyi regularitast,
amennyi csak sziikséges. (Mennyit is...?) Mutassuk meg, hogy a

n—1
1
A:=lim —In|| ] A4l
=0

n—oo M
aszimptotikus névekedési rata m.b. 1étezik.

(c) ® S6t, A m.b. konstans is. Részletesen indokoljunk. (Tipp: szubmultiplikativitds és szubadditiv
ergodtétel.)

Legyen X = [0, 1] az 1/27 sugart korvonal, melynek 0 és 1 pontjait azonositjuk egymassal. Legyenek

Vi, i =1, 2, ... fiiggetlen, Exp()) eloszlasu valoszintiségi valtozok, és legyen X, 11 = X,, + V,, mod
1,n>0.



(a) * Mutassuk meg, hogy {X,,}52, egy Markov lanc az (X, B) allapottéren, B a Borel o-algebra.

(b) **® Hatarozzuk meg a 7(z, A) dtmenetmagot, ha x € X és A € B. Pontosabban: legyen 0 < a < 1,
és hatdrozzuk meg az [ 7(z, dy) = n(z, [0, a)) valészintiséget.

(c) * Keressiik meg a Markov lanc (egy) u stacionarius eloszlasat.

(d) * Ergodikus-e a Markov lanc az el6bb talalt stacionérius eloszlasban?

9. HF: (beadasi hatarids: november 13.)

HF 9.1 Legyen (Q, F, P) egy Markov lanc egy megszamlalhato X halmazon, melynek dtmenetvaloszintisége
7 és stacionérius eloszlasa u.

(a) ** Mutassuk meg, hogy az id6megforditas, azaz az a leképzés, ami {X, }-t {X_,}-be viszi,

a Markov lancot atviszi egy (2, F, P) lancba, melynek szintén p a stacionarius eloszlasa, 7

atmenetvaloszintiségei viszont nem feltétleniil egyeznek meg az eredeti m-vel. Hatarozzuk meg
T-ot p és w segitségével.

(b) ** Mutassuk meg, hogy a feltételes varhato érték leképzés: 11 : f(-) — > f(y)7 (-, y) egy kont-
y
rakci6 LP(p)-n, minden p € [1, oo]-re.

(c) ** Azt mondjuk, hogy a Markov lanc reverzibilis, ha az (a) részben szereplé megforditott P meg-

egyezik az eredeti P-vel. Mutassuk meg, hogy ez pontosan akkor térténik meg, ha Il 6nadjungélt
L2 (p)-n.
HF 9.2 Legyen X, egy irreducibilis Markov lanc, mely a nemnegativ egész szamokon lépked, és atmenetva-
loszintiségei nullak, ha nem szomszédos egészek kozott vannak: 7(i, j) = 0, ha |i — j| # 1.
(a) * Mutassuk meg, hogy amennyiben van stacionérius eloszlas (azaz a lanc pozitiv rekurrens),
akkor a lanc reverzibilis.

(b) ** Ennek segitségével hatarozzuk meg a stacionarius eloszlast, mint az dtmenetvaloszintiségek
fliggvényét.

(¢) * Adjunk feltételt az Atmenetvaloszintségekre, melyek garantaljak, hogy a lanc pozitiv rekurrens,
illetve nem pozitiv rekurrens.

10. HF: (beadasi hatarid6: november 21.)

HF 10.1 Legyen X,, egy egyszerii bolyongas az alabbi grafon:

(a) ® Hatarozzuk meg a Markov lancnak megfelel ellenallashalozatot.

(b) ** Az ellenallashalozat segitségével minden z csicsra hatarozzuk meg a P {7, < 7} valoszini-
ségeket.

(¢) * Az ellenallashalozat segitségével minden x csticsra hatérozzuk meg, hogy varhatoan hanyszor
jar ott a lanc, miel6tt b-ben elnyelédik, ha a-boél indul.

HF 10.2 A 9.2. feladatban

(a) *® Irjuk fel a lancnak megfelels ellenallashalézatot, mint az atmenetvaloszintiségek fiiggvényét.

(b) * Adjunk feltételt az a&tmenetvaloszintiségekre, melyek garantaljak, hogy a lanc rekurrens, illetve
tranziens.

HF 10.3 A 9.2. feladatban legyen

1, hai=0, j=1;
1
§+3, hai>0, j=i+1; ) )
. i
F(Z,])Z: (_*<a<*)
1 « . . 2 2
———, hai>0, j=1i—1;
2 4
0, minden mas esetben



(a) ** Mutassuk meg, hogy a lanc pozitiv rekurrens, ha @ < —1/4, és nem pozitiv rekurrens, ha
a>—1/4.
(b) ** Mutassuk meg, hogy a lanc rekurrens, ha « < 1/4, és tranziens, ha o > 1/4.

11. HF: (beadasi hataridé: november 28.) Kicst visszanéziink korabbra, a CHT-re:

HF 11.1 °***® 7.1-es feladat djra, ezuttal az 6ran latott markovi modszerrel.

HF 11.2 Tekintsiik a kévetkezd bolyongast a nemnegativ egészeken:
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haz =0, y=1.

(a) ** Mutassuk meg, hogy a lanc pozitiv rekurrens, és hatarozzuk meg a u stacionarius eloszlast.

(b) ® Legyen f egy kompakt tartoju fiiggvény a nemnegativ egészeken, és U egy megoldasa az
[ —IIU = f egyenletnek. 7 alakjat felhasznalva mutassuk meg, hogy ez az egyenlet egy linearis
méasodrendd rekurzio. (Ezért aztdn minden f-re van megoldasa.)

(c) ® Ime egy hibas (!!) érvelés: szorozzuk meg a fenti egyenletet a stacionarius p eloszlassal, majd

Osszegezziink:
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ami persze nem stimmelhet, hiszen f tetszéleges kompakt tartéju fliggvény. Hol a hiba az
érvelésben?

(d) ** Tegyiik rendbe a dolgokat. Mivel f kompakt tartoja, vegyiink egy olyan a-t, hogy f(z) =0
ha z > a. A fenti egyenletet Osszegezziik a-ig csak, a jobb oldalon nem szamit, hogy a-ig
megyiink vagy oo-ig. A bal oldalon irjuk fel az Osszegzést a — 1-ig, és valasszuk kiilon az a-dik
tagot. Kihasznalva, hogy m(y, 2) = 0 ha |z — y| > 1, és azt, hogy p stacionarius, a bal oldal
jelentGsen egyszertisodik. m és p konrét alakjat beirva (és a hatarok kornyékén nagyon figyelve)
végiil mutassuk meg, hogy U exponencialisan névekszik nagy a-kra, vagy konstanshoz tart, és ez
utobbi pontosan akkor térténik, ha > f(x)u(x) = 0.

(e) ®* Tudunk-e CHT-t bizonyitani a Z?:o f(X;) mennyiségre, ha > f(x)u(xz) =07
12. HF: (beadasi hatarids: december 4.)

HF 12.1 **® Rényi forgalommodell. Kezdetben az autok egy mindkét iranyban végtelen autopélyan vannak el-
helyezve, homogén, « intenzitasi Ny Poisson folyamat szerint. Az autok eme véletlen kezd§ helyzeteit
Xn-ek jelolik. Mindegyik auto kap egy mindentdl fiiggetlen, véletlen —oo < V;, < oo kezdGsebességet,
és ezzel a sebességgel egyenletesen halad az autopalyan (negativ sebesség azt jelenti, hogy balra megy
az auto). Feltessziik, hogy E|Vi| < 00, és az autdk sosem iitkoznek, a modellben inkabb athaladnak
egymason.
(a) Mi az autok N; helyzetének eloszlasa t-kor?
(b) Legyen T,, az az (esetleg negativ) id6pillanat, amikor az n. aut6é athalad az origon. Hatarozzuk

meg a »_ ey, pontfolyamat eloszlasat.

HF 12.2 ** M/G/0 sor. Hivasok homogén, « intenzitast Poisson folyamat szerint kezdddnek (0, co)-ben.
Minden hivas hossza mindentdl fiiggetlen, G eloszlasu. Legyen N (t) a t-kor folyamatban levs hivasok
szama. Hatarozzuk meg N (t) eloszlasat egy adott ¢ esetén.



HF 12.3

HF 124

HF 12.5

** Tekintsiik az N = ) ex, Poisson folyamatot (0, oo]-en, melynek intenzitas-mértéke p(dz) =
ar~*"tdz, haz > 0;itt o > 0 paraméter. Legyen Y; = sup,, X,, a legnagyobb pont, és Y5 a masodik
legnagyobb pont (ezek m.b. léteznek, miért is?). Hatarozzuk meg Y7 és Y5 egytlittes eloszlasat.

* Harry és a jégesd; ez is Resnick 1992. Harry éttermének laposteteje van, mely jégesGben fokozott
veszélynek van kitéve. Amikor jégess esik a tetdre, kart okoz a kozvetlen becsapodas, de ezutan
visszapattan a jégszem, és masodszor is becsapddva ismét megiiti a tet6t. Harry és a biztositasi
szakember is egyetértenek, hogy az elsédleges becsapddasok sikbeli Poisson folyamat szerint hagytak
nyomot a tetén. Azonban Harry ugy gondolja, hogy az Gsszes becsapodéasnyom, tehat az elsédleges
és a masodlagos becsapddéasok nyomai egyiittesen is Poisson folyamatot alkotnak. A biztositasi
szakember ezzel nem ért egyet. Melyikiiknek van igaza?

*** Egy onkiszolgalo tizlethez homogén « intenzitasi Poisson folyamat szerint érkeznek az tigyfelek.
A j. tgyfél V; ideig vaséarol, azutan Fj ideig fizet (sor nincs). A {Vj, F;}; valoszintségi valtozo
parosok kiilonbozs j-kre fliggetlenek, és a Poisson folyamattol is fiiggetlenek, egyazon j-re viszont V;
és F; egymastol altalaban nem fiiggetlenek. Legyenek X (¢) illetve Y (t) a vasérlassal illetve fizetéssel
foglalkozo vasarlok szama t-kor. Hatéarozzuk meg X (t) és Y (¢) egyiittes eloszlasat V; és F egyiittes
eloszlasanak fliggvényében.



