Félévi id6beosztas [hazi feladat beadasi hatarikkel]
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusoR@d4K,6sz
(zardjelben: tervezett tandraszam; egy tanéra = 45 perc)
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Tételjegyzék
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusoR@dK,6sz

Tétel El6adas Gyakorlat
(tandra) (tandra)

1. Kombinatorikai gyorstalpalé (Maxwell-Boltzmann, BeBmstein is) - 1.3
2. Eseménytér, egy csopp mértékelmélet 1.3 -
3. Egyszeri allitasok 0.7 -
3/a. Szita formula - 0.7
3/b. Egyend val6szinliségli események - 2
4. Feltételes valoszinliség 0.5 0.8
4/a. Bayes tétel 1 0.3
5. Flggetlenség, feltételes fiiggetlenség (urnamodedigimelméleti példak) 15 1.9
6. Diszkrét val6szinliségi valtozok 0.3 1
6/a. Varhato érték, szoras (diszkrét) 0.7 1.3
7. Bernoulli és binomidlis eloszlas 1.3 1.3
8. Bernoulli NSZTV 1.3 -
9. Poisson eloszlas (binomidlis approximéacié, Poissdyafoat) 15 1.4
10. Geometriai eloszlas (0rokifjusag), negativ binomsjdlipergeometriai eloszlas 0.5 0.8
11. Eloszlasfiiggvény, slirliségfiggvény (szinguladsaés is) 0.5 0.8
11/a. Varhato érték, szoras (folytonos; pl.: Cauchy ebssz| 0.5 0.4
11/b. Eloszlasok egyéb jelledz median, kvantilis, médusz 0.5 0.3
12. Egyenletes eloszlas 0.3 0.4
13. Normadlis eloszlas 0.7 0.7
14, Stirling formula 1 -
14/a. DeMoivre-Laplace CHT (bizonyitas, alkalmazasok) 1 30
15. Exponencialis eloszlas 0.7 0.6
16. Egydimenzids eloszlastranszformaciok 0.3 0.4
17. Egyiittes eloszlasok 0.7 1.3
17/a. Tobbdimenzios eloszlastranszformaciok 0.5 0.2
18. Tobbdimenziés Gauss 0.8 0.5
19. Filiggetlen val6szinliségi valtozok 1 0.3
19/a. Fluggetlen valdszinliségi valtozok dsszegei (kdioid) 0.7 0.6
20. Feltételes eloszlasok 0.3 1
21.  Osszegek varhato értékei 0.6 1.4
22. Kovariancia, -matrix, szorasok, Schwarz eggilahség 14 1.2
23. Feltételes varhato érték 1.2 0.8
23/a. Steiner tétel (feltételes varhato értékre is) 0.8 -
24, Momentum generalé figgvény 0.7 0.8
24/a. Tobbdimenzidés Gauss Ujra - 1.2
25. Csebisev egyedilenség és NSZGYT 1.3 -
26. Centralis hatareloszlas tétel 0.7 -
27. Nagy szamok és torvénye 1.3 -




Hazi feladatok
Valdszinliségszamitas matematikusoknak és fizikusoR@dK,6sz

Minden héten van 15 db feladat, ezek koziil 5. .. 7 db pontoiissizesen 10 ponttal) megjeldlve, mindegyikiR)lvagy

2 pontos {*) beadandd hazi feladat. Természetesen gyakorlaskép@mojpk a tobbi feladat beadas nélkiili megoldasat
is. Egyes heteken szerepelnek bénusz feladatok, ezekadeatt 2 pontot érnek. Fluggetlenil a tdébbi feladattol ezek
az adott héten minden esetben beadhatdk, és mindig kijeviiet. A hazi feladatok beadasi hatarideje ad elklalon
szerepel.

Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklaggaddak el. Az igaztsoportmunka hasznos, ebben az
esetben is mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajéisab(képleteivel). A passziv masolas viszont haszonta-
lan: tapasztalatunk szerint az igy szerzett hazi feladatisgamok tobbszérésen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amiko
kidertl, hogy a masolt hazi feladat nem hozta meg a kivalidépt.

1. HF:

1.1 Janos, Jakab, Jozsef, Joli é8)egy egylittest alkotnak, mely 6t hangszeren jatszik. Haegyikik tud mind
az 6t hangszeren jatszani, hanyféle elrendezés lehe®ségelsa Janos, Jakab és Joli mind az 6t hangszeren
jatszhat, de Jézsef és demindketten csak dobolni és zongorazni tudnak?

1.2 Hanyféle (esetleg értelmetlen, de kulénbogzét lehet kirakni a MISSISSIPPI betib(mindegyik betit
pontosan egyszer felhasznalva)? Hat az ABRAKADABRA szdiibét? Mi annak a valoszinlisége, hogy
ha felirjuk a betliket egy-egy kartyara, akkor j6l megkeeea paklit, a két sz6 egymast kdvetve, értelmesen
kiolvashato lesz (abrakadabramississippi vagy fordiva)

1.3 Hanyféle rendszamot lehet kiadni a mai magyar render€rks ha kihagynak 5 harom betis ronda sz6t? Es
a régi rendszerben (pl.: PI-47-05) hanyféle rendszam ebktséges?
1.4 a) Hanyféleképpen ulhet le egy sorban négy lany és harom fiu?

b) Hanyféleképpen llhet le egy sorban négy lany és harom fiy, hag lanyok egymas mellett ilnek, és a
fidk is egymés mellett tinek?

c) Es ha csak a fitk kell, hogy egymas mellett tiljienek?
d) Hanyféleképpen llhetnek le, ha azonos nemliek nem Ulhetngkéas mellé?

1.5 ** Egy tanciskolaba 12 hélgy és 13 uriember jar. Ha 6 hoélgyet ésefnbert kell kivalasztanunk és parba
rendeznlink, hanyféle elrendezés lehetséges?

1.6 Egy tarsasag 86omdl és 7 férfibol all. Beblik kell egy 4 dbdl és 3 férfibol allé bizottsagot alakitanunk.
Hanyféle kullénb6a bizottsag lehetséges, ha

a) a férfiak kbzul 2 nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni,
b) a bk kézil 2 nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni,
c) egy o és egy férfi nem hajlando egy bizottsagban dolgozni?
1.7 * Az alabbi racson hanyféleképpen lekebdl B-be eljutni csak jobbra vagy felfelé 1épésekkel?

B

A

1.8 Egy arverésen 4 migy@jivaséarolt 6sszesen 5 Dalit, 6 van Goghot, és 7 Picassot. Héudgsitd csak
annyit jegyez fel, hogy melyik gy{ithany Dalit, van Goghot, és Picassét vasarolt, akkor héaki@onbod
feljegyzés sziilethet?

1.9 ** Apukammal fagyizni megyiink. En haroré, négygombdcos fagyikelyhet eszik. Hanyféle fagyikehely
allithaté 6ssze nekem, és hanyféle neki, ha a Zsitvay cudtédmn kondérban taroljak a fagyit, ezért mindig
csak hétféle van: puncs, csoki, vanilia, gesztefigeibarack, eper, fahéj?

1.10 a) Tekintsiik a kbvetkez kombinatorikus azonossagot:

ik(Z) —n-2n L,

k=1

Adjunk egyrészletekkombinatorikai érvelést a fenti egyésiég igaz voltara olymoédon, hogyembertlol
kivalasztunk egy tetsiteges létszamu bizottsagot és annak elnokét, illetveraikét és hozza a bizott-
sagot.



b) Ellen6rizzik a

Z k? (Z) =n(n+1) 272
k=1
azonossagot = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjuniészleteskombinatorikai érvelést az azonosséagra:
emberldl valasszunk egy tetéleges méretli bizottsagot, annak elntkét és titkarat (ettéa lehet egy
személy is), illetve
- vélasszunk egy elndkot, aki egyben a titkar is lesz, majidattsag tdbbi tagjat,
- valasszunk egy elnokot, egdlé kilonbod titkart, majd a bizottsag tébbi tagjat.
c) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy

PBLE (Z> = n?(n+3)- 2",
k=1

1.11 ** Egy 100 000 lakosu varosban harom Ujsag jelenik meg: I, lll| €& varoslakdk kdvetked aranya olvassa
az egyes Ujsagokat:

1:26% | és1l:6% [éslléslll:2%
11:18% | és 11: 9%
l:22% Il és 11l: 5%

(Azaz példaul 6000 ember olvassa az | és Il Gjsagokat (k2000 a Il Gjsagot is).)
a) Hatarozzuk meg hanyan nem olvassak a fenti Gjsagok egyekeét s
b) Hanyan olvasnak pontosan egy Ujsagot?
c) Hanyan olvasnak legaldbb k&tiijsagot?
d) Hal és lll reggeli Gjsagok és Il egy esti Gjsag, akkor hanyleasmak legaldbb egy reggeli Gjsagot plusz
egy esti Gjsagot?
e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli Gjsadgot plusz egyjsatjot?
112
a) LegyenA ésB két esemény. Bizonyitsuk be, hogy

haP{A} > 0.8 ésP{B} > 0.6, akkorP{AN B} > 0.4.
b) Bizonyitsuk be, hogy tet§tegesA, Az, ..., A, eseményekre fennall a kovetieegyenbtlenség:
P{AiNnAyn---NA,} >P{A} +P{A} + -+ P{A,} — (n—1).

1.13 ** n goly6t helyeziink véletlen méddnurndba. Mi a valdszinlisége, hoggntosaregy urna marad Ures, ha
a) a golydk megkilonboztethidk,
b) a golydk megkulénboztethetetlenek?
1.14 Egy sportklubban 36-an teniszeznek, 28-an fallatalqziB-an tollasoznak dsszesen. 22-en teniszeznek és

fallabddznak, 12-en teniszeznek és tollasoznak, 9-eabfddiznak és tollasoznak. 4-en mindhatom sportot
izik. Hanyan jatszanak legalabb egy ilyen labdasportot?

1.15 Egy régi vagasu szinhazban a fogasra akasztjak aéukaiz a kalapjaikat. Kifelé menet minden ar vélet-
lenszerlien levesz egy kalapot a fogasrol, és tavozik.
a) Miannak a valészinlisége, hogy senki nem megy haza a stagidaan?
b) Mi annak a valoszinlisége, hogy pontogeamber megy haza a sajat kalapjaban?

2. HF:

2.1 ** 8 bastyat véletlenszer(ien elhelyeziink a sakktablan. Micszinlisége, hogy egyik sem (ti a masikat (azaz
semelyik sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tébtyag?
2.2 * Egy kozosségben 20 csalad van: 5 csaladban egy gyerek vaalaflisan keft, 4 csaladban harom, 3
csaladban négy, 1 csaladban 6t.
a) Ha egy csaladot véletlenszeriien kivalasztunk, mi a valéisége, hogy abban a csaladbagyerek van,
i=1,2,34,5?
b) Ha egy gyereket véletlenszer(ien kivalasztunk, mi a vaidiszge, hogy egy: gyerekes csaladbdl jott,
i=1,2,34,5?



2.3 ** Aladar és Béla beszallnak egy lifthe egy tiz emeletes hésfihtjen. Feltéve, hogy semmi kézik egymas-
hoz, és mindketten teljesen egyenletesen valasztanalke®iehi a valdszinlisége, hogy Aladar magasabbra
megy mint Béla?

2.4 Egy urndban 3 piros és 6 fekete golyd vahés B visszatevés nélkil felvaltva hiznak az urnabdl egészen
addig, amikor észor piros goly6 keriil 61 Ha A huzott ebszoér, mi a valoszinlisége, hogyiz ebszor piros
golyét?

2.5 * Egy erdbben 185z lakik, kozilik 5 meg van jel6lve. Ha véletlenszer(iert Befognak, mi a valészinlisége,
hogy a befogottak kézil pontosan 2 megjelélt lesz?

2.6 Egy kisvarosban pontosan négy TV-sz&dalgozik. Egy napon négyen hivnak széteMi a valészin(isége,
hogy pontosarn szereb kap hivasi = 1, 2, 3, 4?

Bonusz: Egy kisvarosban TV-szereb dolgozik. Egy napork helyre hivnak szerét. Mi a valészinlisége, hogy
pontosan szereb kap hivast =1, 2, ..., n?

2.7 Hat ember, név szeriat, B, C, D, E, F, egy sorba ulnek véletlenszeriien. Mi a valdszinliséggy Hoés

B kozott pontosam ember Ul =0, 1, 2, 3, 4?

2.8 Jeldljef,, azt a szamot, ahany hosszu fej-iras sorozat van Ggy, hogy nincs benniik egyndds kit fe;.
Jeldlje P,, ennek az eseménynek a valésziniliségét szabalyos érmedelés.

a) Mutassuk meg, hogy > 2-re f,, = fn—1 + fn_o, @aholfy =1, f1 = 2. (Hany ilyen sorozat indul fejjel,
és hany irdssal?)
b) Hatarozzuk med’,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuRi értékét.
2.9 Egy urnaban van 6 piros, 6 fehér, és 7 kék golyo. Otot stesés nélkil hiizva mi a valosziniisége, hogy
mindharom szin{ goly6t hdztunk?

2.10 ** Anna, Bori és Cili egyforma erejii ping-pong jatékosok. Av&tke®d modon jatszanak: Anna és Bori
mérik elbszor dssze az erejiiket. Ezutan a vesztes kiall és a varé&lihZdl be a helyére, hogy 6sszemérje
tudasat az éiz6 nyertessel... Minden egyes meccs utan a vesztes atadjgéd aearakozonak. Folytatjak
ezt mindaddig, amig valamelyikiik kétszer egymasutan nesnégy a korméidzés gpztesévé van kikialtva.
irjuk le a kérmérlbzés eseményterét. Azparos csata utan végetésorozatok valdszinlisége legyzmn’.
(Miért?) Mi a val6szinlisége annak, hogy Anna, ill. Boti, @ili nyeri a kdrmérkzést?

2.11 Anna, Bori és Cili most érmét dobalnak, felvaltva eggmtin, Anna kezd, majd Bea dob, aztan Cili, majd

megint Anna, és igy tovabb. Csindljak ezt mindaddig, migkigkjet dob.
a) Irjuk le az eseményteret!
b) irjuk le az alabbi eseményeket az eseménytérer: { Anna nyer}, B = { Borinyer}, (A B)°!

2.12 A loversenyert 16 indul. JeldlieC azt az eseményt, hogy Csillag azéelsarom hely valamelyikén ér be,
R pedig azt, hogy Réar6 2. helyen végez. Menny@ | J R val6szinlisége? Hany elemi eseményt tartalmaz
CUR?

2.13 Kiosztunk egy pakli j6l megkevert franciakartyat. Miaoszinlisége, hogy

a) a pikk asz a 14. kiosztott lap?
b) az el$ kiosztott 4sz a 14.-ként kiosztott lap?
c) az el$ négy lap kilonbdz szin(?
d) az el$ négy lap kilénbdz figurajia?
2.14 Van két kockank, amiket azonos médon szineztin ki: dgitlpirosra, kefit zoldre, egyet pedig sargara, a

maradék fehér. Ha feldobjuket egyszerre, mi a valdszinlisége, hogy ugyanolyamiszashek? Mi a valo-
szinlisége annak, hogy azéelet feldobasra kiilénbdzszinliek lesznek, majd harmadszorra ugyanolyanok?

2.15 ** Miavaldszinlisége, hogy 20 véletlentil kivalasztott enszéitetési hdnapjait tekintve, az év hénapjai kozul
pontosan 4 lesz, melyben pontosan ketten szilettek, é& dhaginap, melyben pontosan harman szilettek?
(Az egyszerliség kedvéért tegyik fel, hogy mindenki, egaidiiggetlentl, egyforma, 1/12 eséllyel sziiletik
az év barmelyik honapjaban!)

2.16 6 férfit és 6 @t véletlenszerlien két csoportba osztunk. Mi a valos&gé, hogy a két csoportban 3-8, n
illetve férfi lesz?
Bonusz: Egy szekrénybenpar cigd van. Véletlenszerlien kivalasztugk cipdt (2r < n). Mi a valdszinlisége annak,
hogy a kivalasztott cipk kdzott
a) nincsen teljes par,
b) pontosan egy teljes par van,
c) pontosan két teljes par van?



3. HF:

3.1 * Harom kockét feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szadmok kadudts két egyforma, mennyi a valészinlisége
annak, hogy legalabb az egyiken hatos van?

3.2 Egy piros, egy kék, és egy sarga szabalyos kockaval #otuagyen az altaluk mutatott hdrom szam rendre
P, K,S.
a) Mia val6szinlisége, hogy mindharom dobas kil6idp6z
b) Feltéve, hogy mindharom dobas kiilonBpmi a valdszinlisége, hody < K < S?
c) MennyiP{P < K < §}?
3.3 a) En kétgyerekes csaladbdl szarmazom. Mi a valosziniiségg,atestvérem lany?
b) A kirdly kétgyerekes csaladbdl szarmazik. Mi a valoszéués hogy a testvére lany?

3.4 ** Két golyé mindegyike egymastol fliggetlendl 1/2-1/2 valagzséggel feketére vagy aranyszin(re lett festve,
majd egy urnaba helyeztéiket.

a) Tegylk fel, hogy tudomdasunkra jut, hogy az aranyszinigketthasznaltak, azaz legalabb az egyik golyo
aranyszind lett. Ekkor mi a feltételes valdszinliséggyhnindkét golyd aranyszin(i?
b) Most tegyiik fel, hogy az urna megbillent, az egyik golyo kigtibelble, és azt latjuk, hogy ez a golyd
aranyszin{. Ekkor mi a valészinlisége, hogy mindkét gatatyszin(i?
Magyarazzuk meg a valaszunkat.
3.5 * Harom szakacsd4, B ésC, egy specidlis stiteményt sitnek, melyek azonban sajndserérD2, 0.03, 0.05

valészinliséggel nem kelnek meg rendesen a harom szakzalkét. Az étteremben ahol dolgoznaksditi
a sitemények 50%-aB a 30%-at, pedig a 20%-4t. A rossz sitemények hany szazalékat sitdtte

3.6 Egy el$- és masodévesek altal latogatott targyat 8élss fil, 6 eldéves lany, 4 masodéves fia vett fel. Hany
masodéves lany vette fel a targyat, ha tudjuk, hogy egy,gy téallgatéi kozil véletlendl valasztott hallgato
neme és évfolyama fiiggetlen egymastol?

3.7 Egy genetikai rendellenesség a magzatok fél szazadéikdit Egy ,megbizhaténak szamit6” diagnosztikai
eljards a meglévrendellenességet biztosan detektalja, mig rendellégdsanyaban 95% valdszinliséggel a
helyes negativ valaszt adja, 5% val6szinliséggel pedigés ppozitiv valaszt. Ha az eljaras erdeménye pozitiv,
mi a valészinlisége, hogy magzatunknak tényleg megvardalienessége?

3.8 ** Tegyik fel, hogy szabalyos fej-iras dobast szeretnénkrgbmede csak egy cinkelt érme all rendelkezé-
stinkre, amely altalunk ismeretlgrvalészinliséggel mutat fejet. Tekintsiik a kévetkelarast.

(a) Feldobjuk az érmét.

(b) Megint feldobjuk az érmét.

(c) Hamindkét dobas eredménye fej, vagy mindkét dobéas eregeriras, akkor Ujrakezdjik az élepéssel.
(d) Ha viszont a két dobas eredménye kilorthédkor az utolsé eredmény lesz az algoritmus kimenete.

a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valészinlid&ggégaltat fejet vagy irast.
b) Lehetne-e Ugy egyszer(siteni az eljarast, hogy addiguédady érmét, amig két egymast kddetobas
kiilénbod lesz, és az utolsd dobast tekintjik?

3.9 * Egy n elem( halmazbdl azl és B véletlen részhalmazokat egymastdl fuggetlenll egyesleteszlassal
véalasztjuk ki @™ lehetséges részhalmaz koziil.

a) Mutassuk meg, hogP{A C B} = (%>n. (Tipp: tekintsiik az eredeti halmaz minden egyes elgmét.
b) Mutassuk meg, hogP{AN B = ()} = (j)n

3.10 * Egy szabalyos érmét kétszer feldobunk. Legykeaz az esemény, hogy az &ldobas eredménye fe} az
az esemény, hogy a masodik dobas eredménye fé€],axsaz esemény, hogy a két dobas eredménye egyezik.
Mutassuk meg, hogyl, B ésC péaronként fliggetlenek, de nem fliggetlenek.

3.11 Az idbjaras-ebrejelzés egyszerli modelljeként tegyik fel, hogy dzvdgy eds, vagy napos, §sannak a
valoszinlisége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, dkorepoktdl figgetlenil. Ha azéchapos januéar
elsején, legyer,, annak valdszinlsége, hogynap mulva szintén napos. Mutassuk meg, hBgkielégiti a

P,=2p—1)P,_1+ (1 —p), n>1; Py=1

rekurziét. Bizonyitsuk be, hog¥,, = 1 + 1(2p — 1)” mindenn > 0 esetén.



Bonusz: Egy vadas20 méter tavolsagban felfedez egy rokat éérafa a roka ezt taléli, akkor0 m/s sebességgel

4. HF:

probal menekulni. A vadasz masodpercenként Ujratolt & & rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy
(szerencsés esetben) a réka el nem tiinik a lat6hatarordaszaalalati valdszinlisége a tavolsag négyzetével
forditottan aranyos, a kdvetk@képlet szerint:

P{a vadasz eltalalja az méter tavolsagban léwokat = 67522 (x > 30).

Ha talalat is éri a rokat, nem biztos, hogy fatalis: az eggksdtokat (fuggetlenul azok szamatdl) a rdkea
valoszinliséggel tuléli. Mi a valdszinlisége annak, hoghka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?

MegjegyzésA feladatot nyilvan matematikusok taléltak ki matematikiigskoknak. Miért rossmodelie ez
a rokavadaszatnak?

3.12 Iszéakos Ivan a ndly'3 részét kocsmaban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és tedn valogatds, azonos
eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulunégi megkeressiik. Négy kocsmat mar végigjartunk,
de nem talaltuk. Mi a valészinlisége annak, hogy az 6todikidesz?

3.13 Mdricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmathit6l fliiggetlenil Morickap, Pistike pedig; valo-
szinliséggel nyer meg, ahwl> 0, ¢ > 0 ésp + ¢ = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymas utani
jatszmat megnyer.

a) Mia val6szinlisége, hogy Mdricka nyeri az utolsé jatszmét?
b) Mi a valdszinlisége, hogy ugyanaz nyeri adé¢fgszmat, mint az utolso6t?
c) Hatudjuk, hogy az utolso6 jatszmat Moéricka nyerte, mennyalészinlisége, hogy az étss?

3.14 Egy televizios vetélkéthen a jatékosnak harom ajtd kozil kell valasztania, és attéglrejtett nyereményt
kapja jutalmul. Az egyik ajt6 mogott egy luxusauté talathea masik keti mogott pedig egy-egy kecske.
Mikor a jatékos kivalasztott egyet a harombdl, a jatékv@zemmasik két ajtd kdzil kinyit egyet, ami mdgott
kecske van, és felajanlja, hogy a jatékos még megvaltatjath dontését. Erdemes-e attérni a masik ki nem
nyitott ajtora? Mekkora valoszinliséggel nyerjik meg igpatot?

3.15 n dobozban elhelyeziink goly6t tgy, hogy mind az” elhelyezés egyetien valoszinii. Feltéve, hogy egy
adott dobozba esik golyd, mennyi a val6szinlisége annaly, Kogolyo esik bele?

3.16 ** Aladar, Béla, Cili és Démotér hazuddsak: atlagosan az k@¢8aban hazudnak mind a négyen, egymas-
tél fuggetlendl, véletlenszerlien.
Aladar azt allitja, hogy Béla tagadja, hogy Cili azt mondtagy Domotér hazudott.
Mi a val6szinlisége annak, hogy Domotor igazat mondottRétiekezz ik, hogy Aladar tudja, hogy mit min-
dott Béla, Béla tudja, hogy mit mindott Cili, Cili tudja, hpgnit mindott D6mo6tér. Tovabba, hogy Cili azt is
el tudja donteni, hogy D6motor hazudott-e vagy sem.)

3.17 Adott egy (végtelen térfogatll) urnank és végtelenaok," = {1, 2, 3, ... } elemeivel szdmozott, golydnk.
Az urna eredetileg tres. Ejféldt egy perccel fogjuk az, 2, ..., 10 szaml golyokat, behelyezzidiket
az urndba, az urnét jol 6sszerdzzuk, majd véletlenszéitiémunk az urnabdl egy golydt, amit elhajitunk.
Ejfél elétt fél perccel fogjuk all, 12, ..., 20 szama golydkat, behelyezziflket is az urnaba, az urnat jol
dsszerazzuk, majd véletlenszeriien kihGizunk az urnalyoyelyot, amit elhajitunk. Ejfél éitt 2~ perccel
fogjuk az10n + 1, 10n + 2, ..., 10(n + 1) szamu golyokat, behelyezzigiket is az urndba, az urnat jol
dsszerazzuk, majd véletlenszeriien kihtzunk az urnalyobetyot, amit elhajitunk. Es ezt igy folytatjuk
éjfélig. Bizonyitandd, hogy éjfélkor az urna 1 valosziédigel lres lesz.
(Tipp: Analizisbdl tudjuk, hogy ha < ¢,, < 1 mindenn-re, akkor[]>2

ne1(1 —&y,) > 0 pontosan akkor, ha
D ne1 En < 00.)

4.1 ** Alabb egy aramkor, ahol mindegyik kapcsolé egymastol fiiggél 1/2 — 1/2 valdszinliséggel van nyitva
vagy zarva.

AT

Mi a valoszinlsége, hogy-tol B-ig &ram folyhat ezen az dramkoron? (Ezért itt kilon nem @ntpde
érdekes: valaszoljunk szamolas nélkil is, szimmetrialtségével! (Persze ha valaki ezt helyesen meg-
csindlja és nem szamol, az is teljes érték(i megoldas.))



4.2

4.3

4.4

4.5

Boénusz:

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

* 50 szazalék az esélye, hogy a kiréymordozza a hemofiliaért fefid gént. Ha hordozo, akkor mindegyik
hercegnek 50-50 sz&zalék az esélye arra, hogy hemofitigiere Ha a kiralyi harom fia nem hemofilias,
mekkora az esélye annak, hogy a kir&ymordoz6? Ha sziiletik egy negyedik herceg is, mekkora dyeesé
annak, hogy hemofilias lesz?

** 5 férfit és 5 Bt rangsorolnak egy vizsgan. Tegyuk fel, hogy nincs kétegyh pontszam, és mindia!
elrendezés egyforman valészinli. Legyé€m legjobb 1t helyezése (példall = 1 azt jelenti, hogy a legjobb
vizsgazo egy @). Hatarozzuk med eloszlasat és varhatd értékét.

Ot jatékos A, B, C, D, E kozott véletlenszeriien szétosztjuk a szamokadtl B-ig, ismétbdés nélkiil. E-
6sz6r A és B mérkbzik: akinek magasabb a szdma, tovabbjut. Az igy tovabbjuiét C-vel mérldzik,

azutan a kézilik tovabbjuth-vel, majd az itt nyerte&-vel. LegyenX az a szam, ahany mé&késtA nyer.

Hatarozzuk megX eloszlasat.

** Egy csaladban > 1 gyermekap™ valdszinliséggel van, ahal< (1 — p)/p.

a) A csalddok hanyadrészében nincs gyermek?

b) Ha a gyermekek egymastdl fliggetlendl egyforma eséllyeldgilkanyok, akkor a csaladok hanyadrészé-
ben lesz pontosahfil (és tetsdleges szamu lany)?

Hamis érmével dobunk, de nem tudjuk, hogy mennghattaz érme. HElzetesen annyit elarult nekiink a
torz-érme gyar, hogy egyenletesen torzitjak az érméketyisanindenfélep € [0, 1] egyenletesen fordul
elé. Az el irdstn.-szerre dobtuk (addig csupa fejet). Mit tippeliink, mekkap? (Mi a legvalészinibb
p?) Alulrdl illetve fellilrél (0-tol c-ig illetve c-t6l 1-ig) mekkora intervallumnak van mar elég nagy (mondjuk
0.95-6s) val6szinlisége, hogy oda esjlea

Az o kockanak 4 piros és 2 fehér, migsakockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobéas eredménye, akkor a tovabbiakban &ackat hasznaljuk, ha pedig iras akkogd. Az igy
kivalasztott kockaval egyméasutéanszer dobunk.

a) Miannak a valészinlisége, hogy:adik dobasnél az eredmény pirod?= 1,2, ..., n)

b) Feltéve, hogy mind az és: — 1 kockadobéas eredménye piros, mi annak a val6szinliségg ahiegdik
dobéas eredménye is piros lesz?<£ 1, 2, ..., n)

** Egy ketyere két kiildnbdzokbdl romolhatott el. Az efsok ellerbrzéseF; forintba kerlilne, és ha val6ban
az a probléma, akkor a javitada forint. Hasonl6an, a masodik ok ell@zéseF, forintba kerl, és ha az a
probléma, akkor a javita$, forint. (Ha viszont az €lszor ellebrzott oknal nincs probléma, akkor a masik
lehetséges okot @zo6r elledrizniink kell, majd javitanunk.) Legyenés1 — p annak valészinliségei, hogy a
ketyere az el§illetve a masodik okbol romlott el. Hatarozzuk meg, mely, Es, Ji, Jo, p értékek mellett
érdemesebb varhatéan azetkkal kezdeni az elldinzést, és melyeknél a masodik okkal.

A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyaragsraa filk két kategoériaba oszthatéak: 2/3-uk ud-
varias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias filk az esetek 9@#néengedik ére a lanyokat az ajtéban, az

udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattamy Bagcsi ébre engedte Juliskat, Jutkat viszont
nem.

a) Mennyi annak a val6szinlisége, hogy Jancsi az udvariadigagériaba tartozik?
b) Mennyi annak a valészin(isége, hogy ezek utan Jancsi i ziire fogja engedni?

6
Pn = < > 0.7t '0.37771
n—1

valészinliséggel fordul@l(n = 1, 2, ..., 7). Egy sarkany fejeinek levagasa veszélyes mivelet: azemb
minden fejét egymastél fliggetlerid% eséllyel tudja levagni, és ha ez nem sikeriil, akkor a sark@geszi
az embert.

Sarkanyfoldon az fejl sarkany

a) Elém keril egy sarkany, de a nagy kédben nem latom, hogy bfinyMi az esélye, hogy tulélem a
talalkozast?

b) Tegyuk fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de mégliginem latom, hogy maradt-e feje.
llyen helyzettdl mekkora valoszinliséggel élem tdl a harcot?

c) Csata utan talalkozom a cimborammal, aki szintén de@yt egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi a
valoszinlisége, hogy hétfejlivel volt dolga?
Két dobokockat dobalunk, és mindig az 6sszeget tékintj
a) Addig dobunk, mig a két kockan 16\pottydk dsszege 7 nem lesz. Mi a valdsziniisége, hogy nbtido
elétte 11-et?

b) Most addig dobunk, mig a dobott 6sszeg 7 vagy 11 nem lesz. Bltszinlisége, hogy amikor megallunk,
7 az 0sszeg?



c) Lassuk be, hogy a dob4asok szama a b) feladatban és az, hogyiraeiisszeg megallaskor, fiiggetlenek.

4.11 Amerikaban egy eskidtszék elitéli a vadlottat, ha askRdildl legalabb 8 blindsnek szavazza a vadiottat.
Ha minden eskudf valészinliséggel dont helyesen, akkor mi a valdszinliaduglyes dontésnek? Tegyik
fel, hogy a vadlotp valészinliséggel blinds valéjdban.

4.12 * Kaszindban az alabbi jatékot jatszuk: Minden lépésbendogla ebre azi = 1, 2, ..., 6 szadmok vala-
melyikére, majd feldobnak 3 kockat. Ahanyszor kij6tt a fogtt szamunk, annyi petakot kapunk, ellenben
fizetniink kell 1 petakot, ha egyszer sem jott ki a fogadottrsZgair-e a jaték?

4.13 Egyn komponens( rendszer alkatrészei egymastol és a multjsKiifggetleniil minden nap valdszinliség-
gel meghibasodnak, de ezeket esténként kijavitjuk. A mardeall, ha legalabk alkatrész meghibasodott.
Mi annak a val6szinlisége, hogystor at. napon all le a rendszer?

4.14 Pdlya urna: Egy urnaban kezdethgpiros ésh kék golyd van. Minden egyes Iépésben kihlizunk egy goly6t,
megnézzik, milyen szin(i, mafit és egy vele megyegy@zszinl golyét visszateszink. (Vagyis a golydk
szama az urnaban minden lépésben egg§el A t. [épéskor mi annak a valészinlisége, hogy kék golyot
hazunk?

5. HF:

5.1 * 4 buszon 6sszesen 148 tanul6 utazik. Az egyes buszok refidi@B425 és 50 tanulét széllitanak. Va-
lasszunk ki véletlenszerlien egy tanuldt; ekkor jeldjezt, hogy hany tanulé utazik azon a buszon, amelyik
a kivalasztott tanul6t szallitja. Valasszunk véletlen8ea egy sdirt. Y jeldlje azt, hogy a sdir buszan hany
tanul6 utazik.

a) Mit gondolunk,X vagyY varhaté értéke nagyobb? Miért?
b) Szamoljuk kiE(X)-et ésE(Y)-t!
c) Szamoljuk kiD?(X)-et ésD?(Y)-tis!
5.2 Véletlenszerlien elhelyeziink egy huszart egy Ured&alidka. Mennyi a lehetséges |épései szamanak a var-
hat6 értéke?

5.3 A ésB a kovetked jatékot jatsszaA gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja, majgtnek ki kell talalnia, melyik
szamra gondolfl. Ha azA altal leirt szam és B 6l tippelt, akkor B i egységet kapi-t6l. Ha B melléfog,
akkor6 fizetA-nak%—t. Ha B randomizalja tippjét, azgzvalészinliséggel tippel 1-re &s-p valdszinliséggel
2-re, hatarozzuk meg nyereménye varhato értékét, amesmyib

a) az A altal leirt szam az 1,

b) az A éaltal leirt szam a 2.
Milyen p érték maximalizaljaB minimalis varhaté nyereményét, és mi ez a maximin értékgy@hik meg,
hogy B véarhat6 nyereménye nem csakdbftigg, hanem attdl is, hogy mit csindl)
Tekintsiik most azl jatékost. Tegylk fel, hog§ is randomizalja a dontését, ¢saloszinliséggel gondol 1-re.
Mennyi A varhato vesztesége,

a) haB 1-re tippel, ill.

b) haB 2-re tippel?
Mely ¢ értékkel tudjad minimalizalni a maximalis varhatd veszteségét? Mutassel§,hogyA maximalis
varhat6 veszteségének minimuma eg@eBl minimalis varhaté nyereségének maximumaval! Ezt az ered-
ményt hivjak minimax tételnek, ami a jatékelmélet egyikpakt eredménye, és altalanosadsér Neumann
Janos fogalmazta meg. A kdzos értéket a jaték értékéneddd(iBjszamara).

5.4 ** Egy gép véletlenszerlien valaszt 1 és 10 kozotti szamot,rakiink kell kitalalni, agy, hogy kérdéseket
tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel valaszol. Slpdkria, varhatéan hany kérdést kell a gépnek
feltenniink,

a) ha csak rédkérdezhetlink, azaz azt kérdezzik, hogy ,A goedéiti?” i = 1, 2, ..., 10, illetve
b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fenamé@tehetséges szamok korét.
5.5 (Szentpétervari paradoxon)Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldalara nem esik. Ha-adik feldobéas
eredménye fej, akkor a jatékas forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény varhato éniélgtelen!
a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?
b) Megéri-e jatékonként 1 millié forintot fizetni, ha annyisjatszunk, ahanyszor csak akarunk, és csak az
Osszes jaték befejezése utan van elszamolas?

5.6 Minden este tébb kilonbézmeteorolégus josolja meg, mekkora valdszinliséggel gap esni az €s
Hogy megitéljik, mennyire j6k a meteorol6gusok, a kovetképpen pontozzuéket: ha egy meteorol6gus
p valészinliséggel josolt és akkor



1—(1—-p)? pontot kap, ha valéban esik masnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utan egy rogzitett fszakban mérjik az egyes meteoroldgusok atlagpontszésiegjobb direjel

a legmagasabb pontszamot kapott meteorolégus lesz. Téglyilogy az egyik meteorolégus tudja ezt, és
maximalizalni szeretné atlagat. Ha azt gondolja, hgigyaldszinliséggel fog esni holnap, mekkprértéket
érdemes jelentenie?

5.7 * Egy embernek kulcsa van, amelyek kdzil egyetlen egy nyit egy bizonyast.aiimberiink véletlenszerlien
probalkozik a kulcsokkal mindaddig, amig ra nem talal a rekegff kulcsra. Hatarozzuk meg a probalkozasok
szamanak varhato értékét, ha

a) a sikertelen kulcsokat nem zarja ki a tovabbi prébalkoz&soén (visszatevéses hizasok),
b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi probalkozasoks¢visszatevés nélkili hiizasok).

5.8 Egymas utan tizszer dobunk egy szabalyos érmével. heXjysz egymas utani egyforma kimenetelékallo
sorozatok szama, vagyis pl. csupa fej esetérn 1, aFFIIIIFIFF sorozatnél pedid = 5. Hatarozzuk
megX eloszlasat.

5.9 ** Egy csitortoki buliba az meghivott mindegyike a tbbbia}dtfﬂggetlenull/Q valdszinliséggel jon el.
Mennyi a valoszinlisége, hogy a meghivottak legalabb figle2Es, ha a hdnap négy csitortokjén szervezek
bulit, mennyi annak a valdszinisége, hogy lesz legalaltid,kemin elegen lesziink (azaz a meghivottak
legalabb fele eljon)?

5.10 ** Két kockaval (egyik piros, masik zéld) dobva, mennyi a dblsamok maximumanak ill. minimumanak
varhato értéke? Dobtam a két kockaval, haromszor: az eggkdt, a pirosat mindig meglestem, hihetetlen,
de mindharomszor 3-as szerepelt rajta. Mi a valészin(i$éggy legalabb egyszer nagyobb volt, mint a zéldon
Iévé, éppen akkor dobott szam?

Bénusz: n darabk-lapu ,kockaval” dobva mennyi a dobott szamok maximumatakninimumanak varhat6 értéke?

5.11 a) Kétszer dobunk egy hamis érmével, amin a fej val6szin(is¢ge Jeldlje X a fej dobasok szamét.
Szamoljuk kiX varhat6 értékét és szérasat!

b) Haromszor dobunk egy hamis érmével, qmin a fej valoszgess. JeldljeU azt a szamot, ahanyszor
sikerll az ebz6 dobast megismételniink. (Igyértéke0, 1 vagy2 lehet.) Szamoljuk kiU varhaté értékét
és szorasat!

5.12 LegyerE(X) = 1 ésD?(X) = 5, szamoljuk ki

a) E(2+ X)*tés

b) D?(4 + 3X)-t.

5.13 N egy nemnegativ egész értékl valoszinlségi valtozo. ddukameg, hogy

E(N) = iP(N > ).

(Tipp: S P(N >4) =3 > P(N = k). Es most szummacseye!
=1 i=1k=1
5.14 ** N egy nemnegativ egész értéki valészinliségi valtozé. $dukameg, hogy

(E(N?) —E(N)).

N | =

iiP(N>i)=

5.15 Egym csaladbdl all6 kozdsségben csaladban vangyerek (¢ n; = m). LegyenX egy véletlenszeriien
=1

valasztott csaladban a gyerekek szama. Valasszunk klerseerlien a[r: in; gyerek kozil egyet; jel6lj@”
=1
azt, hogy a kivalasztott gyerek csaladjaban hany gyerekMatassuk meg, hogi(Y) > E(X).
6. HF:

6.1 * Tegyuk fel, hogy repilés kozben egy refpgép motorjai egymastol (teljesen) fliggetlehdt p valészinl-
séggel hibasodnak meg. Ha egy répigk a repiiléshez a motorjainak legalabb felére van széksétyenp
értékekre biztonsagosabb egy 6tmotoros régéh, mint egy harommotoros?

6.2 LegyenX Binom(n, p) eloszlasu valoszin(iségi valtozd. Milyprértékre lesz maximaliP{X = k}, k =
0,1,...,n? Ez arra példa, hogy a statisztikdban hogyan becsulikinéegkét, ha egy Binofm, p) eloszlasu
valészinliségi valtoz6 megfigyelt értékeHa feltessziik, hogy ismert, akkop-t azzal gp értékkel becsiiljik,
amireP{X = k} maximalis. Ezt a médszert hivjakaximum likelihood becslésnek.
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6.3 ** 6-szor feldobunk egy hamis pénzérmét, anfi; valdszinliséggel ad fejet. Ha tudjuk, hogy 6sszesen 3-szor
lett fej az eredmény, mi a valdszinlisége, hogy
a) az el® dobas fej;
b) az el 3 eredmény rendrE, I, I (azaz az elsfej, a masodik és a harmadik iras);
c) az el® 3 eredmény rendrg F, I;
d) az el® 3 eredmény rendrg I, I volt?
6.4 Egy bulvarlapban oldalanként varhat6an 0.2 nyomththaivan. Mi a val6szinlisége annak, hogy a kdveikez
oldalon
a) 0,
b) 2 vagy tébb hiba van?
Indokoljuk a valaszt!

6.5 ** Egy allamban az 6ngyilkossagi rata 1 6ngyilkossag per 100&kbs per honap. Vizsgaljuk meg az allam
egy 300 000 lakosu véarosat!
a) Mia val6szinlisége annak, hogy egy adott hdnapban leg@lébtber lesz 6ngyilkos?
b) Mi a valészinlisége annak, hogy egy adott évben legalabin&pt@n lesz legaldbb 7 éngyilkossag?
c) Legyen a mostani hénap az 1., mi a valdszinlisége annak, dl@ggor az.. honapban lesz legalabb 7
ongyilkossag?i(> 1)
Milyen feltevésekkel éltiink?
6.6 LegyenX )\ paraméter(i Poisson eloszlasu valosziniiségi valtozatadduk meg, hogP{X = i} i no-

vekedésével kz0r 1, majd monoton csdkken, a maximumat a= |\ ]-nél veszi fel. Tipp: tekintsik
P{X =i}/P{X =i —1}-et)

6.7 LegyenX )\ paraméter(i Poisson eloszlasu valdszin(iségi valtozéasduk meg, hogy
1
P{Xpérog = 5(1 +e ).

6.8 Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie, tidamjuk elérni, hogy egy véletlenszer{ien valasztott
sutiben legalabb 0.99 valdszinliséggel legyen (legalgblszem) mazsola?

Bonusz: Egy erd atlagos slirlisége: 16 fa 10G+@nként. A fak torzse teljesen szabalyos, 20 cm &bjtiéor alapu
henger. Egy puskagolyét I6vink ki célzas nélkil, azesdélédl 120 m-re, kifelé az erhdl. Mennyi annak
a valoszinlisége, hogy eltalalunk egy fatérzset?
(Tekintstink el att6l az aprd zavaré téngéd, hogy a fak alapkoreinek kdzéppontjai min. 20 cm tavdisdg
vannak.)

6.9 ** Szamitsuk ki az1 + X)~! val6szinliségi valtozé varhatd értékét a kovetkezetekben:
a) haX Binom(n, p) eloszlasu;
b) haX Poi(\) eloszlasu.
(Tipp: integraljunk valami szépét.
6.10 Lovas gatversenyen a lovasok kdrpalyan versenyeesek]6 a palyan elhelyezett sok akadaly mindegyikét

egymastdl fuggetlenil azonos valoszinliséggel veri le5Hannak valdszinlisége, hogy a lovas hibatlanul
teljesit egy kort, mennyi az esélye, hogy egy korben legifidjharom akadalyt ver le?

6.11 * London kozponti keriiletében bekdvetkeautobalesetek szdma szaraz napébed A = 10 paraméteri
Poisson-eloszlasu, mig nedve$sabbeny = 20 paraméterl Poisson-eloszlasu. Kora novemberben Lon-
donbanp = 0.6 valdszinliséggel van rondadssid (egész nap); = 0.4 a valdszinlisége annak, hogy ve-
ré6fényes napsités van (szintén egész nap). Azt olvastEimesban, hogy mult csutortokon 17 autdbaleset
tortént London kdzpontjaban. Mennyi a valoszin(isége larimagy esett az 68

6.12 Egy nagy viragagyasba sok viragmagot szérunk egyssiet KéSbb a viragagyast sok kis egyémhéreti
darabra osztjuk. Azt tapasztaljuk, hogy a kis darab@k-aba nem keriilt egyetlen mag sem.

a) Hany magot szértunk ki félddarabonként atlagosan?
b) A folddarabok hany szazalékaban lesz egynél tébb mag?

6.13 Legyenek < (0,1), n € NésX = pn € (0, co) régzitve. Tovabbani := pginom(n, p)(k)/Proir) (k).
Bizonyitsuk be, hogy amirit = 0, 1, 2, ... nOvekszik

a) ay, el6szor ndvekszik, majd csokken, és a maximalis értékét 1|-ndl éri el.
b) a; el6szor kisebb, mint 1, majd 1 félédnmajd Ujbdl 1 ala csékken.
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7. HF:

6.14 Egy ujsagkihordd 100 forintért veszi és 150 forintéljaael az Ujsagokat. Az el nem adott lapokat nem
vasaroljak fle vissza. Ha az Gjsagokra a napi igény binomialis eloazlétetlen valtozén = 10 p = %
értékekkel, kortlbelll hany lapot vegyen, ha varhat6 gatfézeretné maximalizalni?

6.15 Tegyik fel, hogy egy adottdthen tortént események szamaaraméterli Poisson valdszinliségi valtozo.
Mutassuk meg, hogy ha minden eseménwalészinliséggel szamolunk, fliggetlenil a tdbbi eserdényt
akkor a megszamolt események sz&m@araméterii Poisson valészinliségi valtozé! Emellettrddintuitiv
érvelést arra, hogy miért kell ennek igy lennie.

Az el6z6ek alkalmazéasara példa: Tegyik fel, hogy egy adott tenidetleBhelyeinek szama P@i0) eloszlasu
véletlen valtozé. Minden Iéhelyet a tobbill figgetlenilz; valészinliséggel fedeznek fel. Szamoljuk ki

annak a valoszinliségét, hogy (a) pontosan 1, (b) legalasl{d) legfeljebb 1 Iélhelyet fedeznek fel az adott
ido alatt.

6.16 ** A "Kocogj velliink!” mozgalom keretében tavaly futoversemgtideztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos
kullanccsal ferdzott tertileten at vezették. Kiderdilt, hogy a verséihykoziil 300-an talaltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiljik megy kérilbelll hanyan indultak a versenyen!

6.17 Adott egy hamis érménk, melyvalészinliséggel mutdgjet. Ezt az érmét O fpontban feldobjuk, és azt
latjuk, hogyfejre esik. Egy\ paraméter(i Poisson folyamat altal megaddipitlanatokban az érmét Ujra és

Ujra feldobjuk, mig egyéb fipontokban nem nydlunk az érméhez. Mi a valoszin(iségs, hikgr az érme
fejet mutat?

7.1 Egy orszagban a hazasparok ad €ilsig vallalnak gyereket. Mi a nemek aranya ebben az orsmi@jligaz-e,
hogy az egy csaladban sziiletett gyerekek neme fiiggetlendsgl?

7.2 Tegyik fel, hogyX eloszlasfiiggvényd; a kdvetkebképpen adott:

0 hab < 0

Z had <b <1
F(b) = %H’% hal < b <2

% ha2 <b<3

1 ha3 <b

a) Szamoljuk kiP{X =i}-t,i =1,2,3.
b) MennyiP{i < X < 2}?
7.3 * Egy urndban 4 piros és 4 kék goly6 van. Véletlenszer{iendszéunk 4 goly6t. Ha 2 kdziluk piros és 2

kék, akkor megéallunk. Kulénben visszarakjuk a golyokat amaba és Ujra valasztunk 4 goly6t. Az egészet

mindaddig folytatjuk, amig 4 hizott goly6bol pontosan Dpilesz. Mi a valdszinlisége, hogy pontoseszer
hdzunk?

7.4 °°

a) Egy rendszer a bekapcsolastol szamiléndnapig mikodik. Hatarozzuk mey varhato értékét, és
annak valoszinliségét, hogy a rendszer legalabb 5 hondjpigdik, haX slrliségfiiggvénye:

Cre */? haz >0,

0 haz < 0.
b) Legyen
. 5
C2x—2%) ha0<z< =,
fz) = 2
0 kulénben,
és

)
C(2x—2% ha0<z< =,
9(1’){ ( ) 2

0 kilonben.

Lehet-ef ill. g strliségfiggvény? Ha igen, hatarozzuk réegés azf ill. g altal meghatarozott eloszla-
sok varhatoértékét!
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c) Milyen « ésc értékekre lesz eloszlasfiiggvény a kovetkémggveny?
F(z) = exp(—ce™ %)

7.5 Egy benzinkut hetente egyszer kap benzint. Hogyha aelets (ezer literben mérve) egy valészinliségi
valtozo

5(1—2)* had<z<1,
flz) = L4
0, egyébkeént

strliségfiiggvénnyel, akkor mekkora méreti tartaly se§iks ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkut 0.01-
nél kisebb valoszinliséggel fogyjon ki a benltb

7.6 ** Tudjuk, hogy minderY” nemnegativ valoszinliségi valtozéra
E(Y) = /P{Y > t}dt.
0

Mutassuk meg, hogy eg¥ nemnegativ valészinliségi valtozéra
E(X") = /n:c"_lP{X > z}dr
0

teljesul. Tipp: kezdjuk azzal, hogy

E(X") = /P{X" >t} dt,
0
majd cseréljink valtozét ( = x™).)
7.7 a) LegyenX valdszinliségi valtozd varhato értékeszorasnégyzete?, és legyery egy kétszer differenci-
alhato figgvény. Mutassuk meg, hogy

(Tipp: fejtsiikg-t 1 korll 3 tagig Taylor sorba, és hanyagoljuk el a megmaradatigs

b) LegyenX egy )\ varhat6 értékii Poisson eloszlasu valoszinliségi valtdufassuk meg, hogy hanem
tal kicsi, akkor

D?(VX) =~ 0.25.
Lepddjunk meg. Tipp: hasznaljuk fel az el6z6 feladatBt/ X ) kozelitésérg)!
7.8 Ketten céllbvésben versenyeznek, a két versepyzilletve p, valdszinlséggel ér el taldlatot (< p2). Az
Ugyetlenebb kezd, majd felvaltvariek. Aki ebszor taldl, az nyer.

a) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy az Gigyesebb nyer?

b) Mennyi a jaték varhato iitartama, ha percenként egy lovést végeznek?

c) A varhato idtartam azonnal adddik, ha = p, (miért?). Ellerdrizzik le, hogy az éz6 kérdésre adott
valaszunk ebben az esetben az, ami azonnal adédik.

7.9 LegyenF(z) folytonoseloszlasfiiggvény, é8(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

0, ha — o < <1,
G(z) := .
F(z)—F(z7"), hal<z <o

is eloszlasfuiggvény. Adjunk valészinliségszamitasiréetiea fenti formulanak.
1
7.10 * Konstrualhatd-e olyan folytonas: [0, 1] — [0, cc) fuggvény, amelyrd g(z)dz =1, [z - g(z) dz = q,
0

2?2 g(z)dr = a??

Ot

Bénusz: Az arokugré versenyfutas szabalyai a kdvéike? futopalya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma
arok. Ket egyforma képességli versehyaéri 6ssze az erejét arokfutasbadl, akik fej fej mellethéikt Egy
versenyd egymas utan at prébalja ugrani az arkokat, végil egyskkicgit ugrik és beleesik valamelyikbe.
Tegyiik fel, hogy egy versen§zsohasem farad el, és az arkokat egymastol fiiggetlenignkgnt2—= va-
I6szinliséggel tudja atugorni, ahblaz 4rok hossza. Ha az egyikik beleesett egy arokba, akket ¢éga
verseny.
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a) Mutassuk meg, hogy a ddntetlen valdszinlisége pontosam kidebbs-nal, ha

14¢
L <1
< log, (1 — 5)
teljesal.

b) Ha dodntetlen, akkor visszakildjifiket a startvonalhoz és Ujra keéxtik a verseny. Eztismételjik egészen
addig, amig g§iztest nem hirdethetiink. Mekkora legylerha a versenyik ugrasainak szamanak varhat6
értékét akarjuk minimalizalni?

7.11 Hipergeometriai eloszlas tart a Binomialishoz
Madarat gylrGzinkiN madarbéln gy(rtzétt van. Képzeljik el, hogy a madargyiirlizéskéia csinaljuk, a
madarpopulacio ist és atlagosan a madarak egy bizonyos hanyadat vagyungeé€pefogni. Pontosabban,
legyen mostN — oo, & — p! Bizonyitsuk be, hogy ekkor, ha (fix) elem{ mintat vesziink a populéciébal,
és X jeldli a gylr(izoétt madarak szamat azlemi mintdban, akkaX eloszlasa binomidlishoz tart, azaz

li P(X =i) — P(Bi =)
L (X =1) (Bin(n,p) =1)

7.12 Egy egységhosszU ropin van egy sédarabhatyen. Mire hazaériink a boltbdl, a taskankban véletlatisre
(egyenletes eloszlassal) kettétorik a ropi a csomagban.dddarabot tartalmaz6 ropidarab hosszanak varhaté
értéke?

7.13 ** Ha egy taldlkozéra € R perccel kordbban érkezem a megbeszéliméls petakot fizetek, ha percet
kések,b - s-t fietek. Az utazas a mai kaotikus kozlekedési feltételettmeglehdisen véletlen ideig tart,
melynek strliségfiiggvényéz). Mikor induljak, ha a varhato koltséget szeretném miniaéhi?

7.14 A buszok rendre minden 6ra egészkor, 15-kor, 30-kobdeod indulnak a megallobél. Ha véletlenszerlien
érkezem 7:00 és 7:30 kdzt, mi annak a valoszinlisége, hogy
a) 5 percnél kevesebet varok?
b) 8 percnél tdbbet varok?
c) Ugyanez a két kérdés, ha 7:08 és 7:38 kozt érkezem egyerietes
d) Es ha 7:00 és 7:25 kozt érkezem egyenletesen?
7.15 ** Bulgariaban tortént, hogy egymas utani két héten kihtzeditgsan ugyanazokat a njezamokat a lottén.
Maradjunk hazai vizeken: a hazai, 96+5-6t hiizés lotton
a) mi annak a valészinlisége, hogy foéten ugyanazokat a szamokat huzzak, mint ezen a héten?

b) kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valoszinlisége, ladgyté 50 éves térténetében (minden héten
egy huzast feltételezve, sziinet nélkil, évi 52 héttel shaapwalaha dbfordul az, hogy két egymas utani
héten ugyanazt az 6t szamot hazzak?

C) még egy kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a val6szirdjséagy a lottdé 50 éves térténetében (minden
héten egy hlzast feltételezve, sziinet nélkil, évi 52 hetégholva) valaha éfordul az, hogy olyan 5-6st
haznak ki, ami mar egyszer volt?

Adjunk numerikus értéket is.
8. HF:

8.1 * Informatikus haverom afl,2,...,n}-en egyenletes eloszlast szeretne generdlni. Ezért amagdoera-
torabol vesz egyo, 1]-en egyenletes eloszlast, felszorozzael, majd hozzaad 1-et, végil veszi az egészré-
szét. Szamoljuk ki a kapott val6szinliségi valtoz6 elasléEz alapjan mondjuk meg, j6-e az eljarasa.

8.2 Afelé avonatok 15 percenként indulnak 7:00-t6l kezdve, Bfglé 15 percenként indulnak 7:06+kezdve.

a) Ha egy utas 7:00 és 8:00 kozotti egyenletes eloszl&seid érkezik az allomasra, majd felszall arra a
vonatra amelyik hamarabb indul, az esetek hanyadrészébgy Anfelé, és hanyadrészébénfelé?
b) Es ha az utas 7:10 és 8:10 koz6tti egyenletes eloszlab@ivérkezik az allomasra?

8.3 * Egy buszA és B varosok kozott jar, mely varosok 100 kilométerre vannaknefistél. Ha a busz lerobban,
akkor azt egyenletes eloszlasu helyen teszi a két varodtkdin. Pillanatnyilag egy buszszerviz taldlhat6 az
A varosban, egy & varosban, és egy a két varos kozott félaton. Egy javaslaingahelyett gazdasagosabb

lenne a harom szervizt & varostol 25, 50, és 75 kilométerre elhelyezni. Egyetéré@iaijavaslattal? Miért?
Mi lenne a szervizek legjobb elhelyezése? Milyen értelar?be

8.4 Tegyuk fel, hogyX normalis eloszlasu, 5 varhato értékkel. B4X > 9} = 0.2, kozeliBleg mennyiX
szOrasnégyzete?
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8.5 Tegyuk fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassaga @atimen mérve normalis eloszlagu= 180 és
0% = 169 paraméterekkel. A 25 éves fiatalemberek hany szazalékasalalg@ méternél? A két méteres klub
tagjainak hany szazaléka magasabb 2 méter 10 cm-nél?

8.6 Egy gyar két fajta érmét gyart: egy igazsagosat, és egyshhami 55% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen
érménk, de nem tudjuk igazsagos-e vagy pedig hamis. Enéktélsére a kdvetkézstatisztikai tesztet
hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalakh &2r fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kdzott, akkor az éga]é;égosnak tekintjik. Mi a valészinlisége,
hogy a tesztlink téved abban az esetben, ha az érme igazs#i§dss/ha hamis volt?

8.7 Mutassuk meg, hody(3) = /7. (Tipp: T'(3) = [ e “z~ 2 dx. Helyettesitstin = \/2z-et és hasonlitsuk
Ossze az igy kapott kifejezést a normdlis eloszlgssal!

8.8 Szamoljuk ki a normalis eloszlas alabb definialt ,abszglomentumait” ¢ a standard normalis siirliség):

oo

Aj = /cp(y)|y|kdy, k=1,23,...

—00

(Tipp: parosk = 2¢-re szamoljuk ki és hasznaljuk a kdvetkezd kifejezést:

ie 1 / e /2 dy
A\ \/27

Paratlank = 2¢ + 1-re hajtsuk végre a = y? valtozocserét az -t definialo integralban.
8.9 Legyen azZX valdszinliségi valtozé normalis eloszlasuarhatd értékkel és szorassal. Szamoljuk kie R-

re azE(e!X) varhaté értéket! (Tipp: ez egy egyszer(i integral-hegitéssel visszavezetfied normalis
sUrliségfiiggvény integraljara.)

Bonusz: Bizonyitsuk be, hogy azeb feladatban kapott képlet akkor is érvényes marad; teasdleges komplex
szam! (Vigyazat: a normalis sirliségfliggvény integtéfak avaldsszamegyenesen tanultuk, hogy mennyi.
A bizonyitashoz kell valami komoly az analiz&h

8.10 LegyenX nulla varhat6 értéki és szordsu, normdlis eloszlasu valdszinliségi valtozé. ri¥itsuk be, hogy

tetsdlegesr > 0 esetén fennallnak a kdvetkergyenbtlenségek:

1 2 2 g 0'3 1 2 2\ O
_ - (@207 (2 _ T2 = o (%/20%) 2
e — < P{X >z < e .
V2T (96 363) { } V2T T

(Tipp: differencialjuk az egyenlétlenség-lanc mindharagyat és hasonlitsuk 6ssze a derivaltakat.

8.11 ** Egy nagyvaros lakossaganakalunk ismeretlerp hanyada dohanyzik. Ezt@hanyadot akarjuk kdze-
lit6leg meghatarozni egy mintaban megfigyelt relativ gyakggsl, a kovetkegz médon: megkérdeziink
véletlenszeriien kivalasztott lakost és megallapitjoigyhezek kozotk: allitja, hogy dohanyzik. A NSZT-d
tudjuk, hogy ha: elég nagy, akkor az empirikusan megfigyélt = k /n relativ gyakorisag igen nagy valdszi-
niiséggel jol kdzeliti az igazi hanyadot. Milyen nagynak kell-et valasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy
az empirikusan megfigyelt relativ gyakorisag legaldbb 0.95 valészinliséggel 0.0@&hataron belll kdze-
litse a valodi (ismeretlery) hanyadot? Mas szdval: hatarozzuk meg azt a legkisghiermészetes szamot,
amelyre igaz, hogy barmelye (0,1)-re ésn > np-ra

P{|p’ — p| < 0.005} > 0.95.

A=1

8.12 ** Az el6z6 feladat kicsit mashog®
Budapest utcain az emberdk%-a tamogatnd, hogy kozteriileten ne lehessen dohanyozakelisiik azt a
valészinliséget, hogy megkérdezett ember kozil legaldily% a betiltds mellett nyilatkozik, ha

a) n=11,

b) n = 101,

c) n = 1001.

d) Hany embert kellene megkérdezniink, hogy legal#ih eséllyel40% felett legyenek a betiltast tAmo-
gaték?

8.13 Van két egyforma biztositétarsasag, egyenként tizepdellel. A 2007-es év elején minden Ugyfél befizet a
biztositéjanak 6tvenezer forintot, és az év folyaman minidigyfél egymastol f[]ggetleni%l valészinliséggel
nyujt be karigényt, amely minden esetb&s0 ezer forintos. Mindkét biztositétarsasagnak van ezer fell
5 milli6 forint félretett pénze az ék6 évidl. Egy biztositétarsasag @dbe megy, ha nem tudja kifizetni a
beérkeb karigényeket. Erdemes-e egyesiilnie a két biztositGagsmk? Legyep, annak a valésziniisége,
hogy a két biztositétarsasag kozil legalabb egy tonkreméxpy, annak a valészinlisége, hogy az egyesiilt
biztositotarsasag tonkremegy. Hatarozzuk megsp, (kdzeli) értékét, és vonjuk le a kdvetkeztetést!
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Bonusz: (A Poisson eloszlas normalis approximaciéja.Bizonyitsuk be, hog\ — oco-re

9. HF:

1
N V2T

és a hibatag egyenletesen kicsihegy korlatos halmazban marad. Kévetkezményként lassukdog,

VA Proi() ([A + V) exp(—z2/2) + O(A™1/?),

B

S e > [ o)y = 8(5) - 2(a)

AMavVA<k<A+B8V a

amint\ — oo.
8.14 A valszamium radioaktiv boml6 részecske atlagosagtathal év. Mennyi ennek a részecske-fajtanak a
felezési ideje?

8.15 A ,Fény az éjszakaban” tipusu villanykorte élettadaemponencidlis eloszlasi. A gyartd mérései szerint a
korték 90 szazaléka birja legalabb egy évig. Menngrédvallalhat a gyarté garanciat a kérték mikodésére,
ha azt akarja, hogy a vélinek legfeljebb 1 szazaléka reklamaljon?

8.16 Reggel a foldalatti szerelvények kovetési ideje erpoidlis eloszlasu valészinliségi valtazperc varhatd
értékkel. Az egyik szerelvényt pont lekéstem.
a) Mennyi a val6szinlisége, hogy legaldbpercet varnom kell a kdvetkéme?
b) Mar 3 perce varok hidba. Mennyi a valdszinlisége, hogy még tovdbbrcig varnom kell?
8.17 ** (Veszélyratd. Egy pozitiv abszolit folytonos valoszinliségi valtoz@hkdrati ratafiggvényénelodt) =
lfgfzt) fluggvényt nevezzik.
a) Mia kockazati ratafiiggvény szemléletes jelentése?
b) Lassuk be, hogy ekkor

t

F(t)=1—exp —/)\(t)dt !
0
c) Mia X paraméter(i exponenencidlis eloszlas ratafliggvénye?
d) Es egyl0, ] intervallumon egyenletes eloszlasé?

8.18 ** Gyakran hallani, hogy a dohanyosok haldlozasi ratdja (azexkazati rataja a halaldgontjara vonat-
kozélag) minden életkorban kétszer akkora, mint az azowo8 kemdohanyosoké. Igaza van-e annak a
nemdohanyosnak, aki erre azzal jon, héggkkor kétszer akkora valoszinliséggel fog méyig élni, mint a
dohanyos osztalytarsa? Ha nem, mi a két valdszinliségnwia2dTipp: el6z6 feladaj.

8.19 Egy nagyon gyors szamitégépen futé program, miutaduli, minden 6rajel hataséra (vagyis nagyon gyak-
ran) megprobal lefagyni — feltéve, hogy ez kordbban nenriikaeki — és valamilyen nagyon kicsi valo-
szinliséggel le is fagy. A tapasztalat szerint ez a progmiditas utan atlagosanoéraval fagy le. Mi a
lefagyasig eltéd (6raban mért) id eloszlasa?

8.20 Pistike nyari estéken csillaghullast néz. Egy-egyirggtén nagyon sok meteor éri el a Foldet, ezek mind-
egyikének egymastdl fliggetlendl, nagyon kis valoszig@eEsikertil Pistike szeme elé keriilni — vagyis pont
akkor és ott esni le, amikor és ahol Pistike latja. éofél 6ra alatt atlagosan harmat lat lehullani. Augusztus
19-én este 22:00-kor kezdi nézni az eget.

a) Miavaloszinlisége, hogy 22:00 és 22:25 kozétt egyetleiddsillagot sem lat?
b) Mi a valoszinlisége, hod¥ perc alatt egyetlen hullocsillagot sem lat, aliok R+?

c) Az X valbszinliségi valtozo legyen az abifbercbhen mérve), amennyit Pistikének addisllocsillag
megpillantasara varnia kell. Szamoljuk Xi eloszlasfiiggvényét és siirliségfiiggvényét!

d) Fogalmazzuk meg szépen a tanulsagot!

9.1 * LegyenX egyenletes eloszlasi[a3, 4] intervallumon, és legye® (z) = |« — 1| + |z + 1|. Hatarozzuk
meg az¥’ = ¥(X) valdszinliségi valtoz&'(y) eloszlasfliggvényét. Abszolit folytonos eloszlasizeAdjuk
meg aG eloszlasfuggvény Lebesgue-féle felbontasat diszkrézabt folytonos és folytonos de szinguléris
nem csodkkea figgvények dsszegére.

9.2 Hatarozzuk meg? = Asin(O) eloszlasat, ahold egy rogzitett konstans, é3 egyenletes eloszlasu
(=m/2, w/2)-n. (Az ilyen val6szinliségi valtozAk ballisztikanal jonnek & v sebességgel szdgben ki-
16tt Ibvedékr = % - sin(2«) tavolsagban ér foldet.
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9.3 °
a) LegyenX )\ paraméter(i exponencialis eloszlasu valészinliségza@lésc > 0. Mutassuk meg, hogy
¢X szintén exponencidlis eloszlasy,c paraméterrel.
b) Most legyenX sirliségfuggvényé(z). MiazY = aX + b valdszinliségi valtoz6 strlségfiiggvénye?
c) Z eloszlasa megegyeziZ-jével. Mi ez aZ?
9.4
a) LegyenX normalis eloszlasyt varhato értékkel és szorassal. Hatarozzuk még= e siiriiségfiigg-
vényét. { eloszlaséat lognormalisnak nevezik.

b) Mutassuk meg, lehéteg szamolas nélkiil, hogy ekkafy ™ eloszlasa szintén lognormalié = au +
log C ésc’”? = a?0? paraméterekkel Tipp: tudjuk, hogyy” = eX, ahol X normalis. irjuk felC'Y *-t ¢/
alakban, taléljuk meg a kapcsolataf ésZ kozott, és hasznaljuk tudasunkat a normalis valészinliség
valtozo linearis transzformaltjairdl.

c) Valamely homokfajta részecskéi gomb alaktak, melyeknelédie (milliméterben mérve) log-normalis

eloszlasly, = —0.4 éso := 0.3 paraméterekkel. Az egész homokmennyiség eiilyszazalékall 0.5
mm-nél kisebb atméjii szemcsélkdi?

9.5 LegyenX folytonos eloszlasu val6szinliségi valtoZzoeloszlasfiiggvénnyel. Legyén = F(X). Mutassuk
meg, hogyY” valdsziniliségi valtoz6 egyenletes eloszIa$(, d ) intervallumon.

9.6 LegyenX egy val6szin(iségi valtoz6, amely®d X = 0} = 0, ésY := X . Mi a feltétele annak, hogx
ésY azonos eloszlasuak legyenek?

9.7 Bizonyitsuk be, hogy ha Cauchy eloszlasu valészinliségi valtozo, melynek gifiiggvényef(z) =
L, 68X = 1/6,Y :=26/(1 - &), Z := (3¢ — &%) /(1 — 3¢?), akkor X, Y ésZ szintén Cauchy elosz-

lasu. {Tipp: Hasznaljuk a kovetkez6 trigonometriai azonossagoka & = tg(a), akkorl/§ = tg(§ — ),
2¢/(1 - €%) = tg(20) €s(3¢ — £°)/(1 — 3¢?) = tg(3a).)
9.8 Legyert az X pont tavolsaga a sild, 1) koordinataju pontjatdl, ha
a) X-et azz-tengely[0, 1] intervalluman véletlenszer(ien vélasztjuk;
b) X-etazz-tengely[0, 2] intervallumén véletlenszer(ien valasztjuk.
A két esetben hatarozzuk meg aal6szinliségi valtozo sirliségfuggvéenyét.

9.9 Vélasszunk egy pontot egyenletes eloszlassal egy Egglefali haromszog belsejében, mely haromszdgnek
minden oldala 1 hosszUséagu. Jeldlje pontnak a tavolsagat a haromszdg legkdzelebbi oldatdadérozzuk
meg a¢ valoszinliségi valtozo eloszlas- és slirliségfliggvényét

9.10 ** Egy/ hosszu ropit két egymastdl fliggetlenlil és egyenletesléksa kivalasztott pontban eltériink.
a) Miaz igy nyert harom darab kozil a legrévidebb hosszanaktzaté értéke?
b) Mennyi a valészinlisége annak, hogy a harom darabbdl hatgesalkothatunk?
9.11 Két szabdlyos kockaval dobunk. Hatarozzuk tie@sY egylttes sulyfiggvényét, ha
a) X adobott szamok maximum#, a két dobott érték dsszege;
b) X az el® kocka eredményé; a dobott szamok maximuma;
c) rendreX, Y a dobott szamok minimuma, ill. maximuma.

9.12 * LegyenekX ésY nggetIen,p paramétert’j geometriai eloszlasu valoszinliségi vattoghzaz: P{X =
i, Y=jt=0-p) " -p-(1=p)J"-p i j>0)

a) Sejtsuk med@{X =i| X +Y = n} értékét. Tipp: tegyuk fel, hogy egy cinkelt érmét dobunk fel, egymas
utan sokszor. Az érmevaldsziniiséggel ad fejet. Ha a méasodik fejiezdik feldobasnal jon, mi az elsé
fej bekdvetkezése idejének eloszldsa?

b) Igazoljuk (a)-beli eredménylinket szamolassdliplf: ugye még emlékszink mi fliggetlen geometriai
varakozési id6k 6sszegének az eloszlisa?

9.13 * Egyiittes eloszlasfliggvény-e a kovethdet fliggvény £, y € R)?
F(z,y) = exp(—e" @), Ga,y) = exp(—e ™" —e7).

9.14 * Legyen(X, Y) az{(x, y) : 22 +y? < 1} egységkorben véletlenszeriien (egyenletes eloszl&sdadptott
pont koordinata-parja. Hatarozzuk meg a peremeloszldsdiségfiiggvényét.

9.15 Legyen aZ ésY valbészinliségi valtozék egyuttes eloszlasanak sifligggénye:

zt+ay+y) ha0<z<1,0<y<l,
h(ﬂf,y) = A A
0 egyébként.

Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat.
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10. HF:

10.1 A patikaba egy 6ra alatt beféemberek szama Poisson eloszlas& 10 paraméterrel. Szamoljuk ki annak
feltételes valoszinliségét, hogy legfeljebb 3 férfi térféleéve, hogy 10 @ tért be a patikdba abban az draban.
Milyen feltevésekkel éltiink?

10.2 Egy férfi és egy dtalalkozot beszélt meg 12:30-ra. Ha a férfi 12:15 és 12:4%tkdgyenletes eloszlasu
idében érkezik, édte fiiggetlendil a @ 12:00 és 13:00 kozott egyenletes eloszladbéanh érkezik,
a) hatarozzuk meg annak valoszinliségét, hogy dsizélr érkezik, 5 percnél kevesebbet var.
b) Mi a valészinlisége, hogy a férfi érkezik@ek?
10.3 ** n pontot fliggetlendl egyenletesen elosztunk egy kor kefiilais szeretnénk meghatarozni annak valdszi-
nliségét, hogy mind egy félkérbe esnek (vagyis annak viliseégét, hogy van egy olyan, a kér kdzéppontjan

atmerd egyenes, melynek az 6sszes pont az egyik oldalan van)jeJelo P, ..., P, a pontokat. Legyen
A az az esemény, hogy az 6sszes pont egy félkorbe esik;, éz az esemény, hogy az 6sszes pont abba a
félkorbe esik, amely;-t6l indul az éramutaté jarasaval egygeranyban; =1, 2, ..., n.

a) Fejezzik kiA-t az A;-k segitségével.
b) Igaz-e, hogy az;-k kdlcséndsen kizaréak?
c) Hatarozzuk me@{A}-t.

d) Most valaszoljuk meg a kdvetkékérdést: ha egkdrlaponegymastdl fiiggetleniit pontot egyenletes
eloszlassal elhelyeziink, mi a valoszinlisége, hogy a kiffhiontja benne lesz a pontok konvex kombi-
néacioiként edallé halmazban?

10.4 * Az X ésY val6szin(iségi valtozok kézos sliriségfiiggvénye

ze~ @t haz >0, y >0,
[z, y) = .
0, egyébkeént

Fliggetlen-eX ésY? Es ha a kozos siirliség

2, ha0<y<1l,0<z<y,
f(z,y) = {0 "y
, egyebkeri

10.5 a) LegyenekX ~ E(0, 1), ésY ~ Exp(1) fuiggetlenek. Hatarozzuk me¥j + Y eloszlasat.

b) LegyenekX ~ E(0, 1), ésY ~ Exp(1) fuggetlenek. Hatarozzuk me¥j/ Y eloszlasat.

c) LegyenekX ~ Exp()\), ésY ~ Exp(u) fuggetlenek. Hatarozzuk meg/Y eloszlasat, ésR{X < Y}
valoszinliséget.

d) LegyenX ésY két fliggetlen\ paraméter(i exponencidlis eloszlasu valészinliséga@ltBizonyitsuk
be, hogy ad/ := X + Y ésV := X/(X +Y) valészinliségi valtozok fuggetlenek.

10.6 a) LegyenX ésY a két koordinataja annak a pontnak, melyet az orig6é kdzéppdnsugaru kérlapon
egyenletesen valasztottunk. (Azaz: a kozos slirliséuéilgyf (=, y) = 1/7, haz? + y? < 1.) Hataroz-
zuk meg azkR = VX2 + Y2 ésa® = arctg Y/ X valoszinliségi valtozok kdzés sirliségfiiggvényét.

b) LegyenUs, U, két fuiggetlen egyenletes eloszlasu valdszinliségi @z 1]-en. Bizonyitsuk be, hogy
haX = +/—2InU; cos(2nU3) ésY = /—2InU; sin(27xU,), akkor az(X,Y") par kétdimenziés norméa-
lis eloszlasa.

10.7 Mutassuk megzamolassalhogy haX;,i = 1, ..., n figgetlen azonos eloszlasti geometriai valdszinliségi

véltozdk, akkorX; +- - - 4+ X, negativ binomidlis eloszlasu. Hasznaljunk indukciot. éoszinliségszamitasi
érvelést mar lattuk éadason.)

10.8 ** LegyenX = (X;, X5, X3) haromdimenzids véletlen vektor, amelynek komponensejdtign/\V' (0, 1)
eloszlasuak. Definialjuk a kévetk@xaltozokat:

0:=1/X}+ X3+ X2 &= Xi/o, i=1,2,3.

a) Hatarozzuk meg sirliségfiiggvényét.
b) Bizonyitsuk be, hogy és a = ({1, &2, £3) vektorvaltozo egymastol fliggetlenek, tovabba azt, hogy a
véletlen vektor egyenletes eloszlast az egységgémbriélszi

10.9 ** LegyenekX ésY fiiggetlenN'(0, 1). illetve N'(0, 4) eloszlasu valésziniiségi valtozok E&egy véletlen-
szer(ien kivalasztott pont & sikon, melynek koordinatdiX; Y'). Hatarozzuk meg a kovetkézesemények
val6szinliségét:
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a) Me{(z,y) eR? : [z <1, [y| <2},

b) M e {(z,y) eR*: 0<z <2, |yl <2},

) Me{(z,y) eR?: 0< <2 0<y<4},

d) Me{(z,y) eR* : 2 4+y <0, 2] <1, y> -2},
e) M € {(z, y) € R? : 2? + (y*/4) < 1},

) Me{(z,y) eR? : a? + (y?/4) < ).

10.10 ** Egy ember vonattal €s tavolsagi autobusszal utazik a mesjere. Menetrend szerind vonat 7:30-kor
érkezik, a busz pedig 7:37-kor indul. Az atszallas két peresez igénybe. Am a vonat valodi érkezési ideje
normalis eloszlasualoszinliségi valtozo melynek varhat6 értéke 7:30-karémszorasa 3 perc. Az autdbusz
valédi indulasi ideje a vonat érkezé8éfliggetlen, szintén normalis eloszlasu valészinilisalyozo, melynek
varhato értéke 7:37-kor van, szérasa pedig 4 perc. Menmalaa valdszinlisége, hogy emberiink a hét 6t
munkanapja kozil legfeljebb egy alkalommal késse le a Isadledkozast?

10.11 LegyenekX,Y ésZ fuggetlen, azonos Geop)(eloszlasu valoszinliségi valtozok.

a) Szamitsuk ki a kdvetkérvaldszinliségeket:
P{X =Y}, P{X >2Y}, P{X+Y <Z}

b) LegyenU := min{X,Y} ésV := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy/ ésV fliggetlenek.

10.12 A figgetlenség szimmetridgjalLegyenekX, X,, ... fuggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozék az
F folytonos eloszlasbél. (Probaként, lehet egyenletesd)jded,, azt az eseményt, hogy &2, rekord, azaz
nagyobb, mint az 8sszes addigi. MenBf A, }? Fuggetlen-ed,,; A,-t6l? Szamitsuk ki @{A,, | Ap+1}
ésP{A, .| A,} feltételes valoszinliségeket.

10.13 LegyenelX, Y fuggetlen,[0, 1]-en egyenletes valoszinliségi valtozok. Mi a tavolsaguéssgfiggvéenye?

Bdnusz: Rendezett minték. Leszérunk g0, 1]-re egyenletesen pontot. Mi ak. pont sirliségfiiggvénye? Raveret
kicsit egyszer(ibb kérdések: Mi a maximum eloszlasa? Mras&gfiiggvény? Es a 2. legnagyobbé? (Hogyan
kapjuk meg derivalas nélkiil, kdzvetlenil?)

10.14 Ez egy gonosz feladat. A kdbor kutyak atlagos testsulya 40 kg, a testsulyuk szgpadag 20 kg. A sintérek
altal a kutyak elfogaséara hasznalt halé elszakad, ha a lafhykildsnal nehezebb, es a 20 kilosnal kisebb
kutyak pedig ki tudnak bujni béle. Hatarozzuk meg annak a valoszinliségét, hogy a kusysiitga az
atlagtol nem tér el 20 kg-mal tobbel, és igy biztonsaggattett kapni a haléval, ha

a) atestsuly\V (40, 400) normalis eloszlasuy;
b) a testsuly lognormalis eloszlasu, melynek 40 kg a varhaékéés 20 kg a szérasa.
A két modell kézul melyik valészeriibb?
10.15 LegyenekX ~ Poi(\), Y ~ Poi(u) eloszlasu fliggetlen valdszinliségi valtozok. Mi lésteltételes eloszlasa

X + Y ismeretében? Szamoljuk ki, majd ismerjiuk fel az eloszlastahjuk le a tapasztalatot a Poisson
folyamatra gondolva.

10.16 * LegyenekX;, X,, X3, X4, X5 flggetlen azonos eloszlasu, folytonos valoszinlisédozak, kdzos
eloszlasfiiggvényiik legyeR, siirliségfiiggvényiik legyef) tovabba legyen
I:P{Xl <X2<X3<X4<X5}.
a) Mutassuk meg, hogy nem fligg F-t6l. (Tipp: irjuk at I-t 6tos integralla, és alkalmazzuk az =
F(x;), i=1,...,5valtozécseré}.
b) Szamoljuk kil értékét!
c) Adjunk szemléletes magyarazatot a@a8l pontban kapott eredményre!
11. HF:

11.1 Két dobdkockaval dobunk, legyén a nagyobbY a kisebb dobott szam. Szamoljuk Xi feltételes suly-
fuggvényét,azX =, i =1, 2, ..., 6 feltétel mellett. Fliggetlen egymastdl ésY ? Miért?

11.2 X ésY egyuttes slrliségfiiggvénye
fla,y)=c(a®—y?)e® 0<a<oo, —z<y<ua.

Mi Y feltételes eloszlas& = x feltétel mellett?

11.3 ** LegyenekX, Y ésZ fliggetlen valdszinliségi valtozok. Legyénill. Y eloszlasfuggvényéd'(x), ill.
G(z), és legyerP{Z = 1} = p = 1 — P{Z = 0}. Hatarozzuk meg a kdvetkézaldszinliségi valtozok
eloszlasfuggvényeit:

T:=ZX+(1-2)Y, U:=ZX+(1-2Z)max{X,Y}, V:=ZX+(1—Z)min{X,Y}.
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11.4 Egy kinai boltban haromféle kompakt fénjésmphato, a rendetlenség miatt jol 6sszekeveredve. Myideg
kének élettartama exponencidlis eloszlasi, &m a varhettdgamok kiilonbdzek: a kupad 5%-a "selejtes",
be se kapcsol, a maradék00, 8000, 9000 oraig birjak, ezek egyedlaranyban vannak jelen. Vaktdban

valasztok. Mi lesz igy az altalam hazavitt fény@&ettartamanak sirliségfiggvénye?
11.5 ** X ésY legyen fiiggetlen azonos eloszl&@sparaméteri exponencidlis eloszlasi valoszinliségiadlt

a) Mi X feltételes eloszlasa a¥ + Y = z feltétel mellett?
b) Nézziink vissza a 9.12-es feladatra!

11.6 Egymastdl fuggetlenilV ember érkezik egy zleti vacsorara. Amikor megérkezik,damember koériilnéz,
hogy van-e a mar megjelentek kozétt baratja, majd vagy oalaiégyik baratjanak az asztalahoz, vagy egy
Ures asztalhoz Ul, ha nem érkezett meg még egy baratja serarkiely két ember mindeditfliggetlenil
p valészinliséggel baratja egyméasnak, szamoljuk ki az lelfogsztalok varhaté szamatTipp: legyenX;
annak az indikatora, hogy azedik megérkezd Ures asztalhoz Ul. (A23z= 1, ha Ures asztalhoz Ul, és
X; =0, hanem)

11.7 Véletlenszer(ien sorbanalférfi ésn nb.

a) Mennyi azon férfiak varhat6é szama, akik mellett (az@ttelagy mogott) 6 all a sorban?
b) Mennyi lenne a valasz, ha nem sorbanallnanak, hanem egydeztal koré tlnének le?

11.8 Adott egy 100 embediball6é csoport.

a) Mennyi azon napok varhaté szama, amikor legalabb 3 embearekéziilik sziuletésnapja?
b) Varhat6an hany olyan nap van egy évben, amikor kdzilik is#lsziletésnapja van?

11.9 ** (hasonlo, mint az 66, csak picit mashogy) Egy urnaban vagolyénk, ebidl hizunka,, darabot ismét-
léssel.

a) Miannak a valészinlisége, hogyiazgolyot legalabb kétszer hizom ki?

b) Milyen a,, értékre lesz a legaldbb kétszer hdzott golyok szamanalat@éntéke“n®, o € R nagysag-
rend{i? Spea = 0-ra mekkora az,,?

c) Mik a szdba johdi o kitevok?

11.10 LegyenX;, X, ... fiiggetlen azonos eloszlasu folytonos val6szinliségozék sorozata, legyelv > 2
olyan, hogy
X1 >2Xp 2> 2> Xno1, Xno1 <Xy

Azaz azN-edik az el§ tagja a sorozatnak, ahol a sorozat néveivalik. Mutassuk meg, hodg(N) = e!
(Tipp: érdemes el6szor kiszamolP{ N > n}-t.)

11.11 a) LegyenekX ésY fuggetlen, nemnegativ értéki folytonos valdszinliséffozok, melyekrdEX < oo
ésEY < co. Bizonyitsuk be, hogy

Emin{X, Y} /P{X >4} P{Y > 1) db.

b) Altalanositsuk az ébbi 6sszefiiggést tefsiegesk darab fiiggetlen, nemnegativ értéki folytorios,
X, ... Xy valészinliségi valtozora, melyéikrfeltesszik, hogy véges a varhato értékik:

Tk
Emin{X1, Xa, ..., X3} = / [IP{x; >} ot.
0 J=1
c) Az a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy
Emax{X, Y} = / [1-P{X <t} -P{Y <t} dt.
0

d) LegyenekX;, X, ...X} fuggetlen,(0, 1)-en egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozok. Hatako
meg az
Emin{Xl,XQ, ...,Xk}, EmaX{Xl,XQ, ,Xk}
vérhat6 értékeket.

11.12 n-szer feldobunk egy valészinliséggel fejet ado érmét. Szamoljuk kia2, ..., k hosszu csupa fej rész-
sorozatok varhat6é szamatl € k < n)
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11.13 ** Tizszer feldobunk egy hamis érmét, amin a fej valdszingipédeldlje X a tiszta sorozatok szamat (mint
az 5.8-es feladatban). Mennji varhat6 értéke? (Vigyazat: az érme ezuttal hamis.)

Bdnusz: Tekintsuk az hossz( — 1 kddokat, ahol minden koordinata fiiggetlenjalészinliséggél, 1 — p valdszinl-
séggell. Gondoljunk ezekre Ugy mint egy graf cslcsaira! Két csi@ kienjen pontosan akkor él, ha csak
a kodjuk legvégén l&vtiszta blokkban térnek el, vagyis valamely kdz6s kezdsiz utan az egyik kéd csupa
0-val, a masik csupa-gyel folytatédik. (Tehat pl.1110011000 szomszédjai1110011001, 1110011011 és
1110011111.) Lesorsolok egy-val illetve egy1-gyel keza#bdd kddot a fenti eloszlassal, vagyis a tobbi koor-
dinatat mar fiiggetlenij valdszinliséggel-nak, 1 — p-vel 1-nek. Mennyi az igy kapott két kod kdzt huzott
legrovidebb Gt varhat6 értéke? Mi a vélasz,tha= 1/2? Segitség: irjunk fel két ilyen kodot és taléljuk
ki, hogyan jutunk el egyiktdl a masikig a legrévidebb mddétogy kapcsolodik ez vajon a tiszta blokkok
szamahoz? Es: vigyazzunk, hogy az egyikkodl kezd6dik a masik pediggyel!

11.14 Dobdkockaval addig dobalunk, aniigdl 6-ig minden szam legaldbb egyszed elem fordul. Mennyi a

szilkséges dobasok szamanak varhato értéke?

11.15 ** LegyenekX;, Xo, ..., X, fuggetlen és azonos eloszlasu folytonos valészinliséigizék. Azt mondjuk,
hogy egy rekord érték tlinik fglkkor (j < n), haX; > X; mindenl < i < j esetén. Mutassuk meg, hogy

a) E[rekord értékek szamar - -
j=1
b) D?[rekord értékek szarha - L.
j=1
11.16 LegyenekX ésY fliggetlen azonos eloszlasi nemnegativ val6szinliségizdil. EXLJFY =7
Bonusz: Harom probalkozasi leldstglink van, mindegyik prébalkozas azonos valdszinéséggeres. JeldljeX a
sikeres probalkozasok szamat. Ha tudjuk, hBgy ) = 1.8,
a) mennyiP{X = 3} lehetséges legnagyobb értéke?
b) mennyiP{X = 3} lehetséges legkisebb értéke?
Mindkét esetben talaljunk ki egy valdszinliségi forgatgkéet, aminek eredménye{ X = 3}, és ez az érték
a leheb legnagyobb/legkisebb.Tipp: a b) rész megoldasat kezdhetjik agy is, hogy le@yen(0, 1)-en
egyenletes valdszinliségi valtoz4, majd definidljuk agdk@izasokat/-val kifejezve.
11.17 Pistike egy nagy doboz rossz geég villanykortét vasarolt, amiknek az élettartamaéiilgn exponencialis
eloszlasu, mindéssze 10 perc varhatd értékkel. Este 1@ekbwaldszinliségszamitast tanulni, becsavarja

az asztali lampéajaba az él&ortét, és felkapcsolja. Ezutan, amikor egy korte kiégtat kicseréli, és a
kovetked mellett tanul tovabb. Jeldljg, , ... az egyes villanykorték élettartamat.
a) JeldljeT, azt az idpontot (este 1081 szamitva, percben), amikor a masodik korte kiég, va@yis=
71 + 2. Mi Ty sUrliségfliggvénye? Szamoljuk ki kdzvetlendl.
b) "Kitekint&": Mi a,nnak a valdszinlisége egy POI(1/10) folyamatbagyhnég nem érkezett meegkor a
masodik pont? Es hogy mar megérkezett? Derivaljuk és hizsakbssze az gigpontbeli eredménnyel.
c) JeldljeT,, azt az idpontot (este 1081 szamitva, percben), amikor azedik korte kiég, vagyid;,, =
71+ T2+ - + 7. Mi T, slrlségfiiggvénye?
d) Mindenn-re irjuk fel annak valészinliségét, hogydarab kortével nem tudja kihGzni fél éraig — vagyis
hogyT,, < 30. (A kapott kbzepesen cslnya integral kiszamolasa nélkal&bbléphetiink.)
e) Jeldlje X a Pistike altal az ets30 perc alatt elhasznalt korték szamat. Xleloszlasa?
f) Emlékezzink a 8.20-os feladatra!
Bonusz: Lacika addig dobdl egy dobdkockat, amig nem sikeselil kétszeregymas utarhatost dobni. Mennyi a
szilkséges dobésok szaméanak varhato értéke? (Segitsédgnkédtételes varhatd értékeket!)

12. HF:

12.1 a) HaE(X) = 1ésD?(X) = 5, hatarozzuk me®[(2 + X)?] ésD?(4 + 3X) értékét.
b) LegyenekX ésY fiiggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtgzé®rhato értékkel és szérassal.
Szamoljuk KIE[(X — Y')?] értékét.

12.2 * LegyenekX ésY fuggetlen valoszinliségi valtozok kozévarhatd értékkel, de kilénbdz x ésoy sz06-
rasokkal... értékét nem tudjuk, és egy mintavétel alapjankaésY sulyozott atlagaval szeretnénk becsiilni.
Azaz: i értékére a\X + (1 — \)Y becslést fogjuk adni, valamilyek paraméterrel. Hogyan valasszik,
hogy a becslésiink szérdsa minimalis legyen? Miért érdemtesiet hasznalnunk?

12.3 * Legyen az(X, Y') pont egyenletes eloszlas((a1, 0), (0, 0), (0, 1) pontok &ltal meghatérozott harom-
szdgben.

a) Milesz az(X, Y) kétdimenzids eloszlas kovarianciamatrixa?
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b) LegyenZ = X + 2Y. Milesz az(X, Z) kétdimenziés eloszlas kovarianciamatrixa?
12.4 10 hazaspar Ul le véletlen elhelyezéssel egy kerelthezt Szamitsuk ki
a) a varhatoértékét,
b) aszorasnégyzetét
annak, hogy hany férj lt a felesége mellé.

12.5 a) LegyenX az a szam, ahanyszor 1-est latuiikaz a szdm, ahanyszor 2-est latunkihszer dobunk egy
szabalyos kockaval. Szamoljuk ki e két valészinliségoxalkorrelaciés egyutthatojat.
b) Egy dobokockat kétszer feldobunk. Legy&na dobasok dsszege, Esaz el$ dobas minusz a masodik
dobés. Szamoljuk KCov(X, Y)-t. Fuggetlenek-& ésY?

12.6 X ésY egylittes sliriségfiiggvénye

1

—e Wtz/v)  haz >0, y >0,
fl@,y) =Y

0, egyébként.

a) Hatarozzuk med(X) ésE(Y") értékét, valamint mutassuk meg, ha@gv(X, V) = 1.

b) Szamoljuk KIE(X?|Y = y)-tis.

12.7 ** Egy graf csucsokol, és a csucsokat dsszekd@lekdl all. Tekintstink egy grafot, melynek csicséat
1-t6l n-ig megszamoztuk, és tegyik fel, hogy mind (@j csucspar kozoétt egymastol fuggetlenil varpél
valészinliséggel, és nincsié- p valészinliséggel. (Ezt hivjak Ed8-Rényi véletlen grafnak.) AzcsicsD;
fokszdmazi csucsbdl kiindulo élek szama.

a) Mia D; véletlen szam eloszlasa?

b) Hatarozzuk meg &, ésD; valtoz6ko(D;, D;) korrelacios egyutthatojatTipp: definialjukX;-t mint
azi-b6l indulo, de nem-be érkez6 élek szamat, Es-t mint azi ésj kozotti €l meglétének indikatorat.
Fejezzik kiD;-t ésD;-taz X;, X;, ésl;; valtozokkal, ezutan szamoljunk korrelacjiot.

12.8 * Egy liftbe a féldszinten belépemberek szama egy ismeretlen eloszlaswaldszinliségi valtozo, 1-nél
nagyobb varhat6 értékkeln emelet van és minden ember egymastdl fiiggetleniil, azorldészimaiiséggel
szall ki azn emelet barmelyikén. Legyen az a valdszinliségi valtozé, hogy hanyszor all meg a lifty azd
utolso utast is kirakja. Bizonyitsuk be, hoBYY) < E(X).

12.9 ** Az el6z6 feladatban tegyuk fol, hog¥ eloszldsa Poisson, 10 varhaté értékkel. Szamolju(ki)-t.

12.10 Egy ember autdbaleseteinek szama egy adott evparaméter(i Poisson eloszlasu valdszinliségi valtoz6. Ez
a\ paraméter minden embernél mas és mas, a népé8saazalékandl, 40 szazalékand. Ha véletlenl
kivalasztunk egy embert, mi a valészinlisége annak, hogy

a) nem tortént vele baleset,

b) pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben?

c) Mi a feltételes valoszinlisége, hogy pontosan 3 balesatetvedett egy adott évben, feltéve, hogyzél
évben nem tortént vele baleset?

d) Ismételjik meg az ékbeket, ha az-nél kisebb\ paraméterrel rendelkézmberek aranya a népességben
1—e™™.

12.11 LegyenekX,, Xs, ..., X, flggetlen és azonos eloszlasu val6szinliségi valtozatéretezuk meg

E(Xl‘X1+X2++X7,:I)

értékét. Tipp E(X1 + Xo 4+ + X, | X+ Xo+ -+ X, = 1))

12.12 * LegyenX standard normalis eloszlasu, Es(-tol fiiggetlen,P{I = 1} = P{I = 0} = 1/2 eloszlassal.
Definialjuk a kdvetkeé valdszinliségi valtozot:

X, hal =1,
Y =
-X, hal = 0.

Azaz:Y (X-t6l fuggetlenil) egyerd eséllyel leszX vagy — X .
a) Mutassuk meg, hogy standard normalis eloszlasu.
b) Flggetlen-g ésY?
c) Flggetlen-exX ésy?
d) Mutassuk meg, hog€ov(X, Y) = 0.
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12.13 Az(X, Y) € R? valészin(iségi vektorvaltozo legyen kétdimenzios noisrélbszlasin = (—1, 1) varhato-

érték-vektorral €g’ = (g g) kovarianciamatrixszal. Szamitsuk kP{X > —1, Y > 1} valdszin(iséget!

(Tipp: C = B?, ahol B = G ;) )

Bonusz: a) A feltételes kovariancia a feltételes varhaté értékkel ugg definialva, mint a kovariancia a varhaté
értékkel. Vezessuk lefaltételes kovariancia formulat

Cov(X, Y) = E(Cov(X, Y | Z)) + Cov(E(X | 2), E(Y | Z)).

b) Hamis érmével dobunk, melynéfe valészinlisége, azirdsépedigg = 1 — p. Jeldljik X -szel ésy -nal
az el®, illetve a masodik tiszta (fej vagy irds) sorozat hoss@at. ha dobassorozatunRF FIIF ...,
akkorX = 3,Y = 2; ha pedig dobassorozatudk’F'I ..., akkorX = 1,Y = 2...) Hatdrozzuk meg a
kovetked mennyiségekeE X, EY, EX2, EY2, D2X, D?Y, Cov(X, Y).

Bonusz: Egy négyzetracsos papirra egy tintapaca cstppekkdvh a valészinlisége, hogy a paca nem metszi a vo-
nalakat, ha azok fél centire vannak egymastdl, a tintatajasa pedig egyenletes eloszlasib am, 1/3 cm)
intervallumon?

12.14 Szindbadnak egyszer megadatott, hWgyaremholgy kozil kivalassza a legszebbet a kovéikEEkszabaly
szerint: azN haremholgy egyenként vonult elédte, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvo-
nultak nem hivhaték vissza és azokrdl, akik még nem vondtagemmit sem tudott. Feltételezzik, hogy a
haremhdlgyeknek jol definialt szépségfokozatuk van: vanlegszebb, egy masodik legszebb, egy harma-
dik legszebb, és végiil a legkevésbé szép kozottik. Tovatthé teltételezziik, hogy véletlen sorrendben
vonulnak el Szindbad étt: mind azN'! lehetséges sorrendjiik egyforman valdszind.

Szindbad a kovetkérstratégiat valasztotta: holgyet hagyott elvonulni, majd ezutan kivalasztotta amte-

lyik szebb volt az 6sszes@te mar elvonultnal (és ha ilyen hélgy nem akad, akkor Sriddmaganyosan
tavozik). Mi a valészinlisége annak, hogy ezzel a moddzetéban a legszebb haremhdlgyet valasztotta?
Hatarozzuk meg azt &-t, amely mellett a fenti stratégia optimalld — oo hataresetben, és a stratégia-
hoz tartozo valdszinliséget isTifgp: hasznaljunk teljes valdszinliség tételt aszeriogyha legszebb holgy
hanyadikként jén(ne) el Szindbad elftt.

12.15 Az ebz6 feladatban leirt feltételek mellett jel6lj€,, azt, hogy a sorban-edik hélgy hanyadik legszebb az
elsh n holgy kozil. Példaul ha az egymas utani holgyek egyre sielalbddor a sorozat, 1, ..., 1 lesz, ha
egyre csunyabbak, akkar 2, 3, ..., N. Bizonyitsuk be, hogy aX;, X5, ..., Xy valoszinliségi valtozok
teljesen fliggetlenek.

12.16 ** LegyenY ~ N (u, 1), ésX |Y ~ N (Y, o2).

a) Mutassuk meg, hogy azX, Y') péar egylttes eloszlasa ugyanaz, min{Ez+ Z, Y) paré, aholZ egy
Y -t6l fliggetlen standard normalis val6szinliségi valtozo.

b) Ennek segitségével mutassuk meg, hogaz™ par kétdimenzidés normalis eloszlasu.

c) Szamitsuk ki aEX, D2X, Corr (X, Y') mennyiségeket.

d) Hatarozzuk me@®(Y | X = x) értékét.

e) Mi Y feltételes eloszlasa a¥ = x feltétel mellett?

12.17 Egy hibéatlan kockaval dobunk tizszer. Jeldfj@zt a szamot, ahanyszor paros dobast paratlan kévet. Mennyi
X varhato értéke és szérasa?

12.18 Egy urndban darab fehér és darab piros golyé van. Visszatevés nélkil addig hizunkgdetiér golyot
nem talalunk. Mennyi az addig kihlzott piros goly6k szankarérhato értéke és szorasnégyzete?
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