Félévi idbbeosztagnagyjabol)hazi feladat beadasi hataridkkel (pontosan)
Valdszinliségszamitas 2. matematikusoknak és fizikugpRe4d 1 tavasz

Datum Téma beadandé
Feb 10Cs Konvollcié (normélis, Cauchy, exponencialis)
Feb 16Sze/17Cq 1 gyakorlatt
Feb 24Cs Konvoluci6; gen. fv-ek, elagazo folyamatok, bolyongasok 1. HF
Mar 2Sze/3Cs 1 gyakorlatt
Méar 10Cs Gen. fv-ek, elagaz6 folyamatok, bolyongasok 2. HF
Mar 16Sze/17Cqg 1 gyakorlatt
Mar 24Cs Véges Markov lancok: alapfogalmak 3. HF
Mar 25P 1. ZH 14:15-kor, F2E
Mar 30Sze/31Cs 1 gyakorlatt
Apr 7Cs Véges Markov lancok: stacionérius eloszlas; végtelen Mat&ncok 4. HF
Apr 13Sze/14Cs 1 gyakorlatt
Apr 21Cs Végtelen Markov lancok: rekurrencia-tranziencia 5. HF
Apr 27Sze/28Cs 1 gyakorlatt
M4j 5Cs Poisson folyamat tulajdonsagai, folytonos idejii Markmrofolyamatok| 6. HF
Méj 6P 2. ZH 14:15-kor, F2E
Maj 11Sze/12Cs 1 gyakorlatt
Maj 13P P6tZH 16:15-kor, KM65

A hazi feladatok jelen file-ban kerlinek kitlizésre, é8adis kezdetekor (paratlan hét csitértokok 8:30) bea#tando
Minden feladat szamit, és annyi pontot ér, ah&ngan mellette. Az 1. ZH anyaga az élkarom ebadas és gyakorlat, a
2. ZH anyaga az efshat, Bképpen 4., 5. és 6.@das és gyakorlat.

1.HF: (Beadandd: februar 24.)

HF 1.1°** Mdricka matematikushallgaté a BME-n, Valészinliségstasni. gyakorlatbol prébal atmenni. Ha nem sike-
rul neki az egyik félévben, akkor a kovetléetzlévben Ujra prébalkozik. Az egymast kodéélévek probalko-
zasainak kimenetele fliggetlen, és minden félé\%)ealészin[]séggel bukik meg. Ha az alairast megszerezte,
még ugyanabban a félévben prébalkozik az elméleti vizdgélam ez nem sikertl, akkor a kovetkefélév-
ben Gjra probalkozik az elméleti vizsgaval, egészen addigg at nem megy ezen is. Az egyes félévekben
elméletidl i valészinliséggel megy at. Hatarozzuk meg Modricka Valds#&igszamitas 1.-el toltott félévei
szamanak az eloszlasat!

HF 1.2° Bizonyitsuk be, hogy h& ésY fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdszinliségpz@lk, valamint és
b valos szamok, akkdi = aX + bY ésV = bX — aY val6szinliségi valtozok is figgetlenek. Részletesen
indokoljunk! Milyen eloszlasu lesi ésV'?

HF 1.3** LegyenX ésY fiiggetlen Exp)), illetve Exp(p) eloszlasu valészinliségi valtozd. Hatarozzuk riieg=
X + Y slrlségfiggvényét. Mi torténik’a— p hatardtmenetben?

HF 1.4°** LegyenX ésY fuggetlen, Pdi)), illetve E(0, 1) eloszlasu valoszinliségi valtoz4. Hatarozzuk megy :a=
X + Y valdszinliségi valtozé eloszlasfliiggvényét.

HF 1.5°** LegyenekX ésY fiiggetlen azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok, ekelgk kozos sirliségfiiggvénye
f(z) = 32% - 1{x € [0, 1]}. Hatarozzuk meg a& := X + Y és aV := X — Y valdszinliségi valtozok
(marginalis) slriségfuiggvényét.

HF 1.6°** LegyenekX;, X, ... fliggetlen, azonos eloszlasu valészinliségi valtozOkyekakk slirliségfliggvénye
xe %, hax > 0, és0 egyébként. Legyen tovabb® = 0 ésS, = X; + --- + X,,, valamint legyen
N(t) = max{n : S, <t}.

a) Adjuk megsS; slriliségfiiggvényét.
b) Hatarozzuk megV(t) eloszlasat, azak = 0,1,2,...-raP{N(t) = k} értékét! (Szamolas nélkil is
megy, ha j6l megértettik nit van sz6.)

HF 1.7°* LegyenX egyenletes 0, 1, ..., n— 1} halmazon. Bizonyitsuk be, hogy hanem prim, akkorX eloszlasa
eléall, mint két egészértékl eloszlas konvolicidja.

2.HF: (Beadandé: marcius 10.)

HF 2.1°** LegyenX egyN-érték{i valosziniségi valtozo. Jelljuk eloszlasaretegatorfliggvényéP(z)-vel. irjuk fel
aza, :=P{X >n}, b,:=P{X <n+2}ésc,:=P{X = 3n} szdmsorozatok generatorfuiggvényeit.
(Figyelem: ezek nem eloszlasok.)



HF 2.2%°

Boénusz?
HF 2.3°°

HF 2.0

HF 2.5°°°

HF 2.6

LegyenAy, Ay, ... A, egy(n+1)-szdgl konvex poligon a sikban. Legyen= 1, ésn > 2 esetén jeldlje,
azt a szamot, ahanyféle kilonttmddon ezt a poligor(tn — 1) haromszégre tudjuk bontariip — 2) egymast
at nem metsiz atlo berajzolasaval. Bizonyitsuk be, hagy> 2 esetén fennall a kévetk@azonossag:

Ap = A10Ap—1 + G20p—2 + - -+ Ap_101 = g Ak Gn—F-

A fenti azonossag alapjan hatarozzuk megasorozat generatorfiiggvényét.
Az elébbi generatorfliggvény segitségével adjunk explicit&ifésta,,-re.
LegyenekX:, X, ... fuggetlen (optimista, azaz a siker sorszamat tekintjulk)r@g; ) eloszlasu valdszini-

ségi valtozok, és egy Blik fuggetlen, (szintén optimista) Geapg) eloszlasu valdszinliségi valtozé. Lassuk
be generatorfliggvény-maodszerrel, hogy

Z X; ~ Geon‘(plpg).

i=1
Adjunk valészinliségszamitasi értelmet is a kapott foamaik.

Egy utca autéforgalmat Ggy modellezziik, hogy

a) az iddskalat fix és oszthatatlan egy masodpercnyea/ségekre osztjuk,

b) feltesszuk, hogy € (0, 1) annak a valdszinlisége, hogy az egyénigtrvallumokban elhalad az utcan
egy auto,

c) tovabba azt is feltessziik, hogy az egydweglységekben tértéresemények egymastol fliggetlenek.

Egy gyalogos akkor tud &tmenni az utca tuloldalara, ha &gmharom masodpercig forgalommentes az utca.
(Feltessziik, hogy az utca belathato: a gyalogos el tudjeedimogy a kévetkézharom masodpercben lesz-
e forgalom.) Hatarozzuk meg a gyalogos varakozasi idejépekratorfliggvényétSegitség: alkalmazzuk a
teljes varhatGérték tételét (avagy toronyszabdlyt) awaatkozéan, hogy az elsé kocsi mikor érkezik!

Egy majom egymas utan fliggetlendl, egyembldszinliséggel ti le az (angol) irogép 26 betljénaidmi
egyikét (szamot és irasjelet nem it, ennyire van intelbjebegyernv az a szam, ahanyadik letitésrésaor
megjelenik az a sz6, hogy "BAB”. Hatarozzuk megeneratorfliggvényét és varhato értékét.

Mdricka rendszeresen gyorshaijt, igy a réncendszeresen megéllitja. llyenkor az esetek felébendgnit|
fuggetlenil) 10 000 Ft a birsag, felében pedig 50 000 Ft. Baidddricka ezeket a helyzeteket megléisen
rosszul kezeli, és nagy szaja kévetkezményeként mindetdrientézkedés (fliggetlent}) valészinliséggel
azzal is jar, hogy bevonjak a jogositvanyat. Hatarozzuk médgoricka altal 6sszesen kifizetett buntetés
generatorfliggvényét, varhaté értékét és szérasnégyzetét

3.HF: (Beadando: marcius 24)

HF 3.1

HF 3.2°°

HF 3.3*°

HF 3.40°¢

HF 3.5

Jeldlje d(p) annak a valészinliségét, hogy soha nem pusztul ki egy olggaz) folyamat, amelyben az
utddok eloszlasa Pesszimista Geépin Rajzoljuk fel ap — 6(p) figgvény grafikonjat.

Egy elagazo folyamatbam = EZ; ; (varhato utddszam) és = DZ; ; (utddszam szorasa) segitsegevel
fejezzik ki azn. generacio egyedszamanBk Z,, szorasat.

Egy elagazé folyamatbal : = >~ ° | Z,, jeloli a valaha élt 6sszes egyed szamat.

a) irjunk fel egy rekurzi6tN generatorfiiggvényére.

b) Oldjuk meg a rekurziét ha az utédszdm eloszlasa Bernplli(

¢) Oldjuk meg a rekurziét ha az utédszdm eloszlasa Pesszi@eiap).

d) Hatarozzuk megV varhato értékét mindkét esetben.
Egy elagazo folyamatban az utédszam generatorfliggvBiye= ¢ + ps?, ahol0 < p = 1 — ¢ < 1. Legyen
7 a kihalas idejer = inf{n : Z, = 0}.

a) Hatarozzuk meg a kihalas val6szinlisé@&fr < oo}.

b) Hatarozzuk meg ®{r > n} valoészinliséget.

Legyenek(y, (s, ... figgetlen és azonos eloszlasu valészinliségi valtoPdk; = +1} = % Legyen

Sn = > ¢; egyszer(, szimmetrikus bolyongédsn. Legyenr = min{n | S, = 1} az el$ szint elérési ideje.
=1
Hatarozzuk me@®{r = k} értékét!
lim k2 -P{r =k} ="

k—o0



HF 3.6°*** TekintsukZ helyett a (vegtelenls,, g-ed foki homogén fat mint alapgrafot és rajta a szimmetridalgon-
gast. Azaz:S,, egy véletlen bolyonga& ,-n, amely egy megjeldlt cstcsrol (origorol) indul ééédységen-
ként Iép az aktudlis hely szomszédja koziil egyet egyenletes valdsziniséggel valasztva. Szamoljuk ki
a®d, F, L generatorfuggvényeket®(z): egy kijelolt el szomszéd elérési idejének generatorfuggvénye,
F(z): origbba val6 el§ viszatérés idejének generatorfuggvenyes;): origdba valo utolso latogatas idejének
generéatorfuggveénye.)

4.HF: (Beadandd: 4prilis 7)

HF 4.1°** Mutassuk meg, hogy h&,, egy Markov lanc, akkor minden > 1-re és az allapottér mindefy, ..., A,_1
részhalmazaira
P{Xn—‘rl = j‘XO € AOa R Xn—l € An—h Xn = Z} = R]

Adjunk viszont ellenpéldat, ami azt mutatja, hogy
P{X,11=71X0€ A, ..., Xpn-1 €Ap_1, Xp € A} #P{X,, 11 =J| X, € A, }.

HF 4.22¢°* A&, t =1, 2, ... valoszinlségivaltozok legyenek fiiggetlenek és azbgs = 1} = p = 1-P{¢& = —1}
eloszlasuak. Vizsgaljuk meg, hogy Markov lancot alkoteakkovetked valdszinliségi valtozé sorozatok:
a) X; :=&& 1 (beugratos kérdés!);
b) Y, :=&&. .. &
C) Zy:=®(&, &41), ah0l®(—1, —1) =1, (=1, 1) =2, B(1, —1) = 3, (1, 1) = 4.
A Markov lancokra szamitsuk ki az egy l1épéses atmenetvaldség-matrixokat.
HF 4.3°** Egy hamis érmedobas-sorozaidejében az allapot "1", ha az — 1. és azn. dobas isF. Hasonloan, az

allapot "2”, "3", "4", ha azn — 1. és azn. dobasokr'I, I F, I1. Hatarozzuk meg & atmenetvaldszinliség
matrixot, és 6sszes hatvany&? P23 ...).

HF 4.4** LegyenZ, egy szabalyos kockadobas-sorozat, és
X, =max{Z1, Za, ..., Zn}.

a) Mutassuk meg, hogy,, egy Markov lanc, és adjuk meg az atmenetvalészinliségxattri
b) A lancot vizsgalva irjuk fel az &tmenetvaldszinliség matragasabb hatvanyait is.

HF 4.5°*** Egy épulet é§i minden masodpercben, egymastol és addigi élettartaihfildgetlenilg valoszinliséggel
kiégnek. Az épuletbem ilyen figgetlen é§ talalhatd, melyek kezdetben mind miikédnek. Legygmzn.
masodperc végén még mikbédgk szama.

a) Mutassuk meg, hogy,, Markov lanc, és hatarozzuk meg az atmenetvaloszinlisagatat

b) Hatarozzuk meg a

bn(s) = BEs™

generatorfuggvényt. T(pp: mutassuk meg, hogy,(s) = ¢.—1(¢ + ps). Ennek ezuttal van szép zart
alakja. S6t, nem csak szép és zart, de nevezejes is!

c) A generatorfliggvény segitségével szamitsuRKY,, = 0}-t ésEY,,-t.

HF 4.6°** Kovacsék naponta olvassak az Ujsagot, majd a szoba sarléaarjsagkupac tetejére teszik a kiolvasott pél-
danyt. Esténként 1/3 valészinliséggel valamelyik csatpftigja a teljes Ujsagkupacot és kidobja a szemétbe.

Valahanyszor 6t Gjsag gyllik fel a kupacbhan, Kovacs Urdagagat és kidobja a kupacot (1 valdszinliséggel).
Tekintsik esténként (tehat az esetleges selejtezés ukaippaban 16§ Ujsagok szamat.

a) Esszer(i-e Markov lanccal modellezni a folyamatot? Ha,igeonositsuk a Markov lanc allapotterét és
irjuk fel az atmenetvalészinliségek matrixat.
b) Vasarnap este Ures volt az Gjsagkupac. Mekkora valosziigés lesz csitortok este pontosan egy Ujsag

a kupacban? Szamitsuk ki esetszétvalasztassal és maténpazassal is.
5.HF: (Beadandé: aprilis 21)
HF 5.1°** Osztalyozzuk az alabbi Markov lancok allapotait, és hatzwk meg a rekurrens allapotok periédusat:
a)
0 1/2 1/2

§={1,2,3}, P=[1/2 0 1/2
1/2 1/2 0



b)

0 0 0 1
0 0 0 1
§=1{1.23.4}, P= 1/2 1/2 0 0
0 0 10
c)
/2 0 1/2 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
§={1,2,3,4,5}, P=[1/2 0 1/2 0 0
0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 1/2
d)
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 1/3 1/3 1/3
B o o o0 1/3 1/3 1/3
S={1,23456, P=|, o o o o o
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

HF 5.2** A Médiarendrség a TV nézéssel kapcsolatban a kovdikaapotokat figyelte meg: 0 (sosem néz TV-t), 1 (csak
kozszolgalati miisorokat néz), 2 (gyakran TV-zik), 3 (fygt (viselkedési zavarok figyeltidt¢ meg), 5 (agyhalott).
Ezen allapotok kozti atmeneteket egy Markov lanccal lehedeliezni, melynek atmenetmatrixa

1 0 O 0 0 0
05 0 05 0 0 0]
01 0 05 03 0 0.1
0O 0 0 07 01 0.2
oo b0
0 0 O 0 0 1

a) l-es allapotbdl indulva, mi a valészin(isége, hogy az SHapdt ebbb bekovetkezik, mint a 0-s, azaz, hogy
egy kozszolgalati miisorokat ri@agyhalottként végzi?

b) Varhatéan mennyiideig tart amig egy k6zszolgalati misaroésd leszokik a TV-zégil, vagy pedig eléri az
agyhalott allapotot?

HF 5.3** Egy majom egymas utan fuggetlenil, egyewloszinliséggel Uti le az (angol) irogép 26 betlijénaidegyikét
(szdmot és irasjelet nem (t, ennyire van intelligens). kagyaz a szam, ahanyadik lelitésrésér megjelenik
az a sz0, hogy "BAB”. irjunk fel egy Markov lancot, ami aztl@hzi, hogy halad a majom a BAB sz6val. Ennek
segitségével hatarozzuk megarhato értékét.

HF 5.4°*** A varosban két bar van. A fill és a lany ugyanaznap koéltoztekasba. A fil el este az 1. barba megy, majd
minden este valamelyik bart meglatogatja, a

0.7 0.3
(0.3 0.7)
atmenetvaldszinliség matrixi Markov lanc szerint valiega A lany a 2. barban kezd, és a fiutol fuggetlendl
minden este valamelyik bart meglatogatja a
04 06
(0.6 0.4)

atmenetvalészinliség matrixi Markov lanc szerint valiegaTermészetesen a dolognak akkor lesz vége, amikor
talalkoznak, tehat 66z6r mennek ugyanabba a barba.

a) Hatarozzuk meg annak valészin(iségét, hogy.asste a fil az 1. barba, a lany pedig a 2. barba megy.

b) Véarhatéan hanyadik estén talalkoznak?

¢) Miavalészinlisége, hogy az 1. barban talalkoznak?

d) Mi ataldlkozasuk idejének az eloszlasa?

HF 5.5°°°* LegyenekX;, Xo, X3, ... figgetlen és azonos eloszlasu, egész értéki valosginigéozok, melyeknek van
vérhat6 értékik éE(X;) = 0. LegyenS, = 0 és

Spn=X1+Xo+---+X,.



HF 5.6°°°

6.HF:
HF 6.1°°°

HF 6.2°*

HF 6.3°°

HF 6.4°°

(Azaz: S,, bolyongasZ-n, melynek egymas utani [épései, X, ....) Legyen tovadbba

Gn(z) = E(i 1{51:1})’

a [0, n] id6intervallumban az racsponton toltott részidvarhato értéke. (E fuggvényt a bolyongéas Green-fiiggvé-
nyének nevezziik.)

a) Bizonyitsuk be, hogy minden € N ész € Z esetén
G, (0) > G, (2).
UtmutatasTekintsuk az: racspont el§ elérésének idejét.

b) Emlékezziink a Nagy Szamok Gyenge Torvényére: barmely) esetén

lim P (S| <en) =1.

n—roo

Ennek segitségével bizonyitsuk be, hogy rogzitett0 mellett

.1
nll—{roloﬁ Z Gn(z) =1.

|z|<en
c) Az (a) és (b) pontok eredményének felhasznalasaval bimybe, hogy

lim G,,(0) = cc.

n—o0

d) A fentiek alapjan lassuk be, hogy &z Markov lanc rekurrens.
e) Alkalmazhaté-e a fenti okoskodas magasabb dimenziés hghsra?

AP = (Pi’j)N sztochasztikus matrixatuplan sztochasztikusnatgy bisztochasztikusnakevezzik, ha nem

i j=1 N R L -
csak sordsszegei, hanem oszlopdsszegei is diglettel. Legyen azX, Markov lanc irreducibilis azS =
{1, 2, ..., N} éallapot-halmazon és atmenetvaldszinliségeinek métiszéohasztikus. Mutassuk meg, hogy az

X; Markov lanc stacionarius eloszlasa egyenleteS halmazon, és forditva: ha a stacionérius eloszlas egygsnlet
akkor az 4tmenetmétrix bisztochasztikus.

(Beadand6: majus 5)

Kovacsék naponta olvassak az UGjsagot, majd a szoba saéadarsagkupac tetejére teszik a kiolvasott példanyt.
Esténként 1/3 valdszinliséggel valamelyik csaladtagfatgljes Ujsagkupacot és kidobja a szemétbe. Valahanyszor
Ot Ujség gyilik fel a kupacban, Kovacs Ur fogja magat éshijmla kupacot (1 valészinliséggel). Tekintsik esténként
(tehat az esetleges selejtezés utan) a kupacbanijéaigok szamat.

a) Hosszu id utan mennyi a kupacban @vjsagok szamanak varhat6 értéke?

b) Tegyuk fel, hogy kezdetben 0 Gjsag van a kupacban. Varhdiéaynap malva lesz Gjbdl tires a kupac?

(Ehrenfest urna modell.) Egy vizslan és egy labradorongssseV bolha van. Minden idpillanatban egy véletle-
nil valasztott bolha atugrik az egyik kutyarél a masikratdi@zzuk meg a modell stacionarius eloszlasat.

(Bernoulli-Laplace keverési modell) Két urndban szétasiztN fehér ésN feket golyét Ugy, hogy mindegyik
urndbaN golyo keruljon. Minden |épésben véletlenszerlien kivAlask egy-egy golyot mindkét urndbol, és ki-
cseréljikdket. JeldljeX,, az el$ urnaban |é§ fehér golyok szamat az 1épés utan.

a) Mutassuk meg, hogy,, Markov lanc, és irjuk fel az egylépéses atmenetvaldsegls matrixat.

b) Mutassuk meg, hogy az egyetlen stacionarius eloszlas

2
(i)
2N\ ©
(x)
a) Legyend olyan iranyitatlan véges graf, ami esetleg tartalmaz htleidet és parhuzamos éleket. A bolyongd

mindig egyenletesen valaszt az aktualis csucsbdl kiindtd& kozul (tehat a hurokélek dupldn szamitanak).
Mi a bolyongés stacionarius eloszlasa?

w(k) =



b) A szokasos{(i, j) : 1 < i,j < 8} 8 x 8-as sakktablan egy huszér indul @iz 1) sarokbdl, és minden
Iépésében fliggetlendl, egyéregséllyel valaszt a lehetséges Iépései kdzul. (Egy hugzarjapoziciordl a
(42,41, G+1,j4+2),6G-1,j+2),G—-2j+1),G-2j-1),G-1,j-2),G+1,j-2),
(i+2, j — 1) poziciok kozll azokra Iéphet, melyek bent vannak a sakiba.) Hatarozzuk meg &z, 1)
medre visszatérés dddejének varhatd értékét.

HF 6.5°*** LegyenX, = 1, és legyenP ésR két killonbds atmenetvaldszinliség matrix az {1, 2} allapottéren. &elohk egy
hamis pénzt, ha fej (enneka val6szinlsége), akkor &, X5, ... folyamatot aP matrix valészinliségei szerint
generdljuk, ha irasl(— p valészinliséggel), akkor@ matrixot hasznaljuk.

a) Markov lanc-e{X,,}?
b) Tegylk fel, hogyP és@Q mindketten aperiodikusak és irreducibilisek. Hatarozmég lim P{X, = j}
n—oo
értékéty =1, 2.

Most ugyanezzel aX, = 1 kezdballapottal ésP, Q matrixokkal minden Iépés @it feldobjuk az érmét, hogy
eldontsiik melyik matrixot hasznaljuk abban a |épésben.

¢) Most Markov lanc-¢( X, }?

d) Mutassuk meg, hOg)Ai_)m P{X,, = j} nem feltétlenll ugyanaz, mint azseb esetben.

HF 6.6°** Legyen{X, } egy véges allapotterli Markov lanc. Szamoljuk ki a
Cov(X,, Xptk)

mennyiséget az &tmenetvaloszinliségekB$ &, = j} mennyiségek segitségével. Mi a helyzet, ha a lanc stacio-
narius? Hogyan viselkedi®ov(X,,, X,,.) ebben az esetben, ahogy— co?

Bdnusz?*** Tekintsuk a kovetkez sorbanallasi problématX,, a sorbanall6 vasarlok szamakor. Minden(n, n + 1], n €
N idéintervallumbarnp € (0, 1) valészinliséggel egy Uj vaséarlo érkezik és a sor végéreHithl figgetlendil,
ugyanebben az @intervallumban a sor elején all6 vasaroe (0, 1) valdszinliséggel kiszolgéljak éslhagyja a
sort. Legfeljebb egy Uj vasarl6 érkezhet és legfeljebb etgaxldt szolgalnak ki egységnyi Gishtervallumonként.
A kilonboa id6intervallumokban tértéhesemények egymastol fliggetlenek.

a) Indokoljuk, hogy azX,, folyamat Markov lanc. irjuk le az allapotterét és atmenétixét és allapitsuk meg,
hogy irreducibilis-e, illetve, aperiodikus-e.

b) Mely (p, q) paraméter értékekre lesz &z, Markov lanc pozitiv rekurrens, null rekurrens illetve zéams?

c) A pozitiv rekurrens esetben hatarozzuk meg a Markov #asi@acionarius (invarians) eloszlasat. Mennyi a sor
atlagos hossza a stacionarius allapotban?

d) A tranziens esetben hatarozzuk meg annak a valészin(ibégit kezdetben hosszu sorral indulva, valaha
is kitrtl a sor.

Bonusz****** Alabb harom Markov lanc szoban és hozza harom eloszlas. fija Markov lancok allapottereit, atmenetvaloszi-
niiségeit, és igazoljuk, hogy a megféleloszlasok a stacionariusak.

a) n, kdrben elhelyezett urnabangoly6 kdzil minden masodpercben egyet véletlenszer{mndolunk, és azt
az 6ramutaté iranyaba&szomszéd urnaba athelyezziik, amennyiben az iires. Ha renakkor nem csina-
lunk semmit.Fermi-Dirac eloszlas: k goly6t véletlenszerlien elosztunk> & urnaba Ggy, hogy mindegyik
urnéba legfeljebb egy kerilhet.

b) n, kérben elhelyezett urnabangolyd kozil minden masodpercben egyet véletlenszer(mmdolunk, és azt
az 6ramutato irdnyaba&szomszéd urnaba athelyezzikaxwell-Boltzmann eloszlas:k megkilénboztet-
he® golyot véletlenszeriien elosztunkurnaba.

c) n, korben elhelyezett urna kézil minden masodpercben egjetienszer(ien kisorsolunk, és egy abbagd lev
golyét — ha van — az 6ramutat6 irdnyab#& egomszéd urnaba athelyezziose-Einstein eloszlask meg-
kulénboztethetetlen golyot véletlenszeriien elosztunknaba.



