Félévi idbbeosztagnagyjabol)hazi feladat beadasi hataridkkel (pontosan)
Valdszinliségszamitas 2., 2012 tavasz

Datum Téma Beadando
Feb 8.Sze Alapfogalmak és eszkdzok
Feb 15. Sze Konvollcié (normalis, Cauchy, exponencialis)
Feb 22.Sze Konvolucié (normalis, Cauchy, exponencialis) 1. HF
Feb 29.Sze Gen. fv-ek: momentumok, eloszlasok rekonstrukcidja 2. HF
Mar 7. Sze Gen. fv-ek, elagazé folyamatok, bolyongasok 3. HF: Mar 9.
Mar 14. Sze Gen. fv-ek, eldgazé folyamatok, bolyongasok 4. HF: Mér 19.
Mar 21. Sze Gyenge és é1s konvergencia, Borel-Cantelli lemmak 5. HF: Mar 23.
Mar 28. Sze Kari szlinet -
Apr 4.Sze Nagy szamok dis torvénye 6. HF: Apr 6.
Apr 11.Sze Nagy szamok s térvénye 7. HF: Apr 13.
Apr 18.Sze Karakterisztikus figgvény, tulajdonsagai, példak 8. HF: Apr 20.
Apr 25.Sze Gyenge konvergencia, feszesség, Centralis hatareloszlas 9. HF: Apr 27.
M4j 2. Sze CHT, példék, Berry-Esséen tétel 10. HF: M4j 4.
M4j 9. Sze Lindeberg CHT, korlatlanul oszthat6 és stabilis elos#taso 11. HF: Maj 11.

(Ha marad id6:Kolmogorov 0-1 tv., Iterdlt log.tétel, nagy eltérés tékdle

Hazi feladatok
Valoszinliségszamitas 2., 2012 tavasz

A hazi feladatok jelen file-ban keriilnek kitlizésre, és @4ést kovet elbadas kezdetekor beadandok. Minden feladat
szamit, és annyi pontot ér, ahdhyan mellette. Minimum elérerdd 40%, azaz 48 pont a félév soran.

Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklaggaldok el. Az igazesoportmunka hasznos, ebben az esetben
is mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajat szavigpldteivel). A passziv masolas viszont haszontalansiapa
talatunk szerint az igy szerzett hazi feladat pontszamhlbsizdrésen elvesznek a vizsgan, amikor kidertl, hogy alinaso

hazi feladat nem hozta meg a kivant dejést.

1. HF: (Beadando: februar 22.)

1.1 °*°® LegyenekX,, X5, ..., X,, ... flggetlen és azonos eloszlasu valészinliségi valtozélyekmeek kozos
eloszlasaP{X; = 0} = P{X; = 1} = 1. LegyenY := Y ° 27"X,. Bizonyitsuk be, hogy a¥’
egyenletes eloszlasU@ 1] intervallumon.

1.2 LegyenekP; ésP, valdszinliségi mértékek ugyanazon(@z F) mérheb téren. Legyemd olyan halmazal-
gebra, amirer(A) = F. Azt mondjuk, hogyP; ésP, kolcsdndsen szinguléris, ha van olyAine F, hogy

a) * Lassuk be, hogy a két mérték akkor és csak akkor kdlcsonassgusaris, ha

Ve>0 JAceA: Pi(A)>1—-¢, Py(A)<e.

b) *° LegyenekX,, X, ..., X,, ... flggetlen és azonos eloszlasu valészinliségi valtozokekreek
kozos eloszlas®{X; = 0} = 1 — P{X; = 1} = p # ;. LegyenY := Y  27"X,. Bizonyitsuk
be, hogy azY” valdszinliségi valtoz6 eloszlasfliggvénye folytonos, eie mbszolit folytonos, hanem

szingularis (azaz szingularis a Lebesgue mértékre nézae,az egyenletes eloszlasra nézve; |ageel
feladat).
1.3 a) * Mutassuk meg indukciéval, hogy > r > 0 egészekre
7121(1«—1) B (n—1>
r—1) r '
k=r
b) * Bizonyitsuk beanalitikusan, hogyn darab fliggetlen, azonos Geagméloszlasu valészinliségi valtoz6

0sszege negativ binomidlis eloszlasu.
1.4 ** LegyenX ésY fliggetlen Exp)), illetve Exp() eloszlasu valészinliségi valtozo. Hatarozzuk ieg=
X + Y slrlségfiggvényét. Mi torténik’a— p hataratmenetben?
1.5 * LegyenX egyenletes &0, 1, ..., n—1} halmazon. Bizonyitsuk be, hogy hanem prim, akkoX eloszlasa
eléall, mint két egészértéki eloszlas konvolicioja.



2. HF: (Beadandd: februar 29.)

2.1 ** Mdricka matematikushallgaté a BME-n, Valészinliségstasnl. gyakorlathdl probal atmenni. Ha nem
sikerll neki az egyik félévben, akkor a kdvetkeElévben Ujra probalkozik. Az egymast kdddelévek
probéalkozasainak kimenetele fuggetlen, és minden fété\gwalészinﬁséggel bukik meg. Ha az alairast
megszerezte, még ugyanabban a félévben probéalkozik aze¢imigsgaval. Ha ez nem sikerl, akkor a
kovetked félévben Ujra probalkozik az elméleti vizsgaval, egésadaig, amig at nem megy ezen is. Az
egyes félévekben elmélcéibi valoszinliséggel megy at. Hatarozzuk meg Mdricka Valdsdgszamitas
1.-el toltott félévei szamanak az eloszlasat!

2.2 ** LegyenekX ésY fliggetlen azonos eloszlasu valoszinliségi valtozok, ekelgk kozos sirliségfiggvenye
f(z) = 32% - 1{z € [0, 1]}. Hatdrozzuk meg a&/ := X + Y és aV := X — Y valészin(iségi valtozok
(marginalis) sirliségfiggveényét.

2.3 Legyenek X, X,, ... fliggetlen, azonos eloszlasu valoszinliségi valtozokyekakek slirliségfliiggvénye
xe %, hax > 0, és0 egyébként. Legyen tovabb® = 0 ésS, = X; + --- + X,,, valamint legyen
N(t) = max{n : S, < t}.

a) * Adjuk megsS, slrliségfliggvényét.
b) * Hatarozzuk megV(t) eloszlasat, azakz = 0,1,2,...-raP{N(t) = k} értékét! (Szamolas nélkil is
megy, ha j6l megértettiik niit van sz6.)

2.4 **** LegyenekX;, Xo, ..., X,, ... fuggetlen és azonos(g 1) eloszlasu valdszinlségi valtozok. Jeldlje
fn(z)azs, := > ,_, Xj valoszinliségi valtozo sirliségfiiggvényét. Bizonkitse, hogy

" k=0
Szamitégéppel abrazoljuk az
~ n n n
Fole) =/ 355(5 +/ 15°)
fuggvénytn = 1, 2, ..., 10-re. Mit latunk? Ertelmezziik az eredményt.

3. HF: (Beadandd: marcius 9.)

3.1 * Val6szinlségeloszlasok generéatorfuggvényei-e az effdgtpvények?

z — z 6
@ e () ase o) EED
2 2
(<) 92 (@) 1+2

3.2 ** LegyenekX;, X,, ... figgetlen (optimista, azaz a siker sorszamat tekintjik)r@e,) eloszlasu valo-
szinliségi valtozok, és egy Blik figgetlen, (szintén optimista) Geagp] eloszlasu valészinliségi valtozo.
Lassuk be generatorfliggvény-mddszerrel, hogy

Z X; ~ Georr(ppo).

=1
Adjunk val6szinlGségszamitasi értelmet is a kapott foamaik.
3.3 ** Egy utca aut6forgalmat gy modellezzik, hogy

a) az iddskalat fix és oszthatatlan egy masodpercrnyegységekre osztjuk,

b) feltesszuk, hogy € (0, 1) annak a valészinlisége, hogy az egyénigtrvallumokban elhalad az utcan
egy auto,

c) tovabba azt is feltessziik, hogy az egydseiglységekben tértéresemények egymastol fliggetlenek.

Egy gyalogos akkor tud &tmenni az utca tuloldalara, ha &gdmsharom masodpercig forgalommentes az utca.
(Feltesszik, hogy az utca belathatd: a gyalogos el tudjeediymogy a kdvetkézharom masodpercben lesz-
e forgalom.) Hatarozzuk meg a gyalogos varakozasi idejgeekratorfiggvényétbegitség: alkalmazzuk a
teljes varhat6érték tételét (avagy toronyszabdalyt) awaatkozéan, hogy az elsé kocsi mikor érkezik!

3.4 ** Egy majom egymas utan fuiggetlenil, egyewhloszinliséggel ti le az (angol) irégép 26 betljénaidmi
egyikét (szamot és irasjelet nem (t, ennyire van intelbyjebhegyen az a szam, ahanyadik lelitésrésor
megjelenik az a sz6, hogy "BAB”. Hatarozzuk megeneratorfliggvényét és varhato értékét.



3.5 * Maricka rendszeresen gyorshajt, igy a rénendszeresen megallitja. llyenkor az esetek felébemd@nit|

figgetlenil) 10 000 Ft a birsag, felében pedig 50 000 Ft. Baiddoricka ezeket a helyzeteket megléisen
rosszul kezeli, és nagy szaja kévetkezményeként mindatbnentézkedés (fliggetlent}) valészinliséggel
azzal is jar, hogy bevonjak a jogositvanyat. Hatarozzuk mdédgoricka altal 6sszesen kifizetett biintetés
generéatorfuggvényét, varhatd értékét és szorasnégyzetét

3.6 ** Egy X valoszinlségi valtozd eloszlasa korlatlanul osztha®yhe N-re van olyarky?, ..., Y, fuggetlen

€s azonos eloszlasu valoszinliségi valtezs, hogy
n
v~ X
=1
a) Korlatlanul oszthat6-e Poisson eloszlas?
b) Korlatlanul oszthat6-e a binomidlis eloszlas?

¢) Lassuk be, hogy mindeh < p < 1-hez megadhat6 olyam, ps, ... valészinliségi eloszlas és> 0,
hogy >/, X; ~ Georr(p), ahol X, X», ... f.a.e. ésk > 1-re P{X; = k} = pj, valamintv télik
fuggetlen és P@h) eloszlasu. Mutassuk meg ennek segitségével, hogy a geamnesdszlas korlatlanul
oszthato.

4. HF: (Beadandé: marcius 19.)

4.1

4.2

** Moricka elad6 egy Uzletben, ahol minden egyesiMegzolgalasa 3 percig tart. Ennyiddlatt 0.6 val6szi-
nliséggel beall két Gjabb véwa sorba, 0.2 valdszinliséggel egy uj&&ll be, és 0.2 valészinliséggel nem jon
Uj vevd. Moricka kavézhat egyet, ha kiliriilt a sor. Mi annak a vdliiszége, hogy az élsyasarlo megjelenése
utan ez valaha bekdvetkezikipp: mi kdze a feladatnak elagazoé folyamatokhBE3zletesen indokoljunk.

** Egy elagazo folyamatbam = EZ; ; (varhat6 utddszam) és= D Z; ; (utdbdszam szorasa) segitségével
fejezziik ki azn. generacio egyedszamanBk Z,, szorasnégyzetét.

4.3 Egy elagaz6 folyamatbal : = >~ , Z, jeldli a valaha élt 6sszes egyed szamat.

a) * Irjunk fel egy rekurziotN generatorfiiggvényérégny gyereke van az elsé egyednek?
b) ° Oldjuk meg a rekurzidt ha az utdédszam eloszlasa Bernpllli(

c¢) *® Oldjuk meg a rekurziét ha az utédszam eloszlasa Pesszi®éienp).

d) ® Hatarozzuk megV varhaté értékét mindkét esetben.

4.4 Egy elagazo folyamatban az utédszam generatorfliggvBiye= ¢+ ps?, ahol0 < p = 1 —q < 1. Legyen

T a kihalas idejer = inf{n : Z, = 0}.
a) * Hatarozzuk meg a kihalas valoszinlsédéfr < co}.
b) * irjuk fel aP{r > n} valészinliségetf nem talaltam szép alakot e)re

5. HF: (Beadandd: marcius 23. A 18b2 pont bonusz, mert ezek a feladatok nem olyan kénnyiek.)

51

5.2

5.3

**** Legyenek(;, (2, ... fiiggetlen és azonos eloszlasu valészinliségi valtd2dk; = +1} = 5. Legyen
Sn = Y. (; egyszerl, szimmetrikus bolyongéds. Legyenr = min{n| S, = 1} az el$ szint elérési ideje.

i=1
Hatarozzuk me® {7 = k} értékét!
lim k2 -P{r =k} =?
k—o0

Tipp: a generatorfliggvény hatvanysoranak egyutthatgéizigik ki az altalanositott binomialis egyutthatok
segitségével, hatarozzuk mel &r = 2k) értékeket, és hasznélja a Stirling-formulat!

**** TekintsikZ helyett a (végtelen}s,, g-ed foki homogeén fat mint alapgrafot és rajta a szimmetrikus
bolyongéast. AzazS,, egy véletlen bolyongég,-n, amely egy megjeldlt cstcsrol (origorél) indul édédyy-
ségenként Iép az aktualis helgzomszédja kozil egyet egyenlees valdszinliséggel valasztva. Szamoljuk
ki a @, F', L generatorfiggvényeket, ahdl z): egy kijelolt el szomszéd elérési idejének generatorfligg-
vénye,F'(z): origoba valé el§ viszatérés idejének generatorfliggvénkéz): origoba vald utolso latogatas
idejének generatorfliggvénye.

**** LegyenekX;, X5, ... nemnegativ egész fiiggetlen és azonos eloszlasu valééginialtozoky gene-
ratorfliggvénnyel, és legyen

SO:()a S’VL:Z(X’i_ )7
=1
azaz egy bolyong6 pozicidjalépés utan, aki az |épésbenX; — 1-et [ép (vagyis—1-et, haX; = 0, O-t, ha
X; = 1, sth.). Legyen tovabba = inf{n > 0 : S, = —1} a—1 szint el elérési ideje, jeldljuk ennek
generatorfuiggvényée-vel.



a) Az els lépésre feltételezve mutassuk meg, hdtfy) = Q(P(s)) - s.
b) Az a) rész alapjan hatarozzuk méyt, ha

x 2, pvaldszinliséggel,
" 10, 1-pval6szinliséggel.

(Azaz S,, egy egyszerl bolyongas.)
c) Legyenek most aX; valtozék Pesszimista Geop)(eloszlasuak, aa) rész alapjan hatarozzuk mégt.

d) A c)rész alapjan hatarozzuk meg annak valészin(igéfjgggvényében, hogy a bolyongé valaha eléri a
—1 szintet.

6. HF: (Beadandd: aprilis 6.)
6.1 Legyenek azXy, Xs, ..., Xp, Y1, Yo, ..., Y,, ..., X ésY val6szinlségi valtozok egyazdfe, F, P)
valészinliségi mém értelmezve és tegyiik fel, hody;, P x ésY,, Py, Bizonyitando, hogy
a) * X,Y, = XV.
b) * Ha 1 val6szinliséggél, # 0 ésY +# 0, akkorX,,/Y,, N X/Y.
6.2 ** Legyenf : [0, 1] — R folytonos. Bizonyitandd, hogy

1 1 1
N 1
lim //---/f(mlﬂwr +$>dx1dx2--~dxn:f<).
n—oo n 2

0 0 0

11 1
nli_{roloo/o/...o/f((xlm...xn)l/n) d$1d$2"'da?n=f(i>~

6.3 *** Bizonyitsuk be, hogy

1
lim /
n— o0
0

6.4 LegyenS™~! .= {z € R" : |z| = 1} azn-dimenzids valés euklideszi tér egységgomb-felszisie:1-en
egyértelmiien meghatarozotv&—1) valoszinliségi mérték, mely invarians &2 tér ortogonalis transzfor-
macioira. Azaz: barmelyl c S"~! Borel-mérheb halmazra és aR" tér barmelyH ortogonalis transz-
formécidjarav("~1(HA) = v(»=Y(A). (Ezt az egyértelmiien meghatarozott mértéket nevezzik'az
gémbfelszin Haar mértékének. Ez nem egyéb, mint az eggsniiszIasi mérték™—1-en.)

1
.../$%+x%+".+x%dx1dx2...d:L' :2
r1+To+ -+ Ty " 3

o _

0

a) * LegyenX egy olyan véletlen vektoR"-ben, melynekX;, X, ..., X,, komponensei fuggetlen és
azonos\V (0, 1) eloszlast valészin(iségi valtozok. Bizonyitsuk be, hagiR’atér tetszlilege&l ortogo-
ndlis transzformacidjat alkalmazva az: = HX véletlen vektorYy, Y3, ..., Y,, komponensei szintén

fliggetlen és azona&/ (0, 1) eloszlasu valészinliségi valtozok lesznek. &hds az egyenletes mérték
unicitasabol bizonyitsuk, hogX /|X| € S~ ! eloszlasa pontosari™~1). (Azaz: barmely Borel mér-
het A c 5"~ ! esetérP (X/|X| € 4) = v("~1D(4).)
b) ° LegyenekX;, X,, ... fuggetlen és azono¥'(0, 1) standard normdlis eloszlasu valészinliségi valtozok
és
Ry = (X24+ X2 4+ x2)"/%,

Bizonyitandd, hogyr,,//n P, 1, amintn — .

c) * Valasszunk egy véletleR pontot azS"~! gémbfelszinen egyenletes eloszlassal (aza#'a!) Haar
mérték szerint) és jel6ljik e poRf-beli koordinétéit(Yl("), YQ(”), ..., ¥{™)-el. Afentia) ésb) pontok
felhasznalasaval bizonyitsuk az alabbi hatareloszlaketet:

lim P(\/EYI(") < y) = d(y) : —=*/2 dz,

) 1 / 1
= [ ——e
n—o00 vV 27‘(’ vV 271'
lim P(\/ﬁYl(”) < s VaYiW < yz) = O(y1)P(y2).

n—o0

Tipp: P(\/EYI(") <y) =P(yv/nX1/R, <y), afeladat jeloléseivel.



7. HF: (Beadandd: aprilis 13. Megint van benne egy kis bonusitenta

7.1 *** Fogalmazzunk meg sziikséges és elégséges feltételt agw filggetlenX; ~ Exp()\;) valdszinlségi
valtozék sorozata mikor tart eloszlasban, illetve majdméztosan nullahoz.

7.2 ** Végtelen sok fliggetlen kisérletet végzink: raedik kisérletn— valészinliséggel sikere§, < o < 1.
Legyen tovabb& > 1. Akkor oriliink, ha végtelen sokszor fordubehogyk kdzvetlenil egymast kovét
kisérletlink sikeres. Mekkora valosziniiséggel orilink?

7.3 (A leghosszabb tiszta fej sorozat, I.)
LegyenekX;, Xs, ... fuggetlen és azonos eloszlasu val6szinlségi valtozokjekeek kdzos eloszlasa:
P{X; =1} = p, P{X\ = 0} = ¢, aholp + ¢ = 1. ROgzitsiink egyr > 1 paramétert és jelbljum;j)-val a
kovetked eseményekek =0, 1, 2, ...

AN = {Elr € [, V) — k] AN ¢ X, = Xy = = X gy = 1}.

Egyszerlien szélva: asz) esemény azt jelenti, hogw*] és[\**1] — 1 kozott van valahol egy: hosszu
tisztan 1l-eseld all6 tdmor sorozat. Bizonyitandd, hogy

a) * Ha\ < p1, akkor 1 valészinliséggel @A) események kozil csak véges sok kdvetkezik be.
b) ** Ha) > p~!, akkor 1 valészinliséggel %A) esemeények kozul végtelen sok bekovetkezik.
c) * Mitorténik A = p~! esetén?

7.4 *** (A leghosszabb tiszta fej sorozat, 11.)
Legyen
R,:=sup{k>0: X, =Xp41==Xptr-1 =1}

Azaz: R,, azn-el kezddb tiszta 1-es sorozat hossza. (Mg = 0, akkor R,, = 0.) Bizonyitandd, hogy

P {limsup lﬁi |10gp|1} =1.

n—oo 108M B
Tipp: a > 0 rogzitett paraméterre legyen
B .= {R, > alogn/|logpl|}.

Ha o > 1, akkor a Borel-Cantelli lemma direkt allitAsabdl egyszszamolas utjan adoédik, hogy 1 valdszi-
niiséggel csak véges sk kovetkezik be. Hay < 1, akkor az ebz6 feladat megfontolasaibol kdvetkezik,
hogy 1 valészinliséggel végtelen Bk bekovetkezik.

8. HF: (Beadanda: aprilis 20.)

8.1 *** Mutassuk meg, hoglEX? < oo pontosan akkor, haC> | n - P{|X| > n} < oc.

8.2 ** LegyenekX;, Xo, ... fuggetlen valdszinlségi valtozok. Lassuk be, hogy pamtadkor leszup,, X,, <
oo m.b., hay" > P{X, > A} < oo valamely pozitiv végesl szammal.

8.3 *** Bizonyitsuk, hogy tet€degesX;, Xo, ... valészin(iségi valtoz6 sorozathoz létezik olyan deteisniid
kusci, ca, ... szamsorozat, hogy= mbg

8.4 ** A McMillan tétel legegyszer(ibb alakja.
Legyenp = (p1, p2, ..., pr), @h0lp;, i = 1, 2, ..., r pozitiv szdmok, melyekrg; + ps + - -+ + p, = 1.
pen definialjuk: H (p) : = — Z;lej logp;. LegyenekX,, X, ... fiiggetlen azonos eloszlasu valoszind-
Ségi valtozok, melyeknek kozos eloszI@8X,, = j} = p,;. Azaz: fuggetlen azonos kisérleteket végziink,
melyeknek lehetséges kimeneteféi 2, ..., r} indexekkel vannak jeldlve éX; a k-adik kisérlet eredmé-
nyét jeloli. Definidljuk azR,, : = [],_, px, valészinliségi valtozékat. A, azt mondja meg, hogmi az a
priori valészinlisége a bekovetkezEit, X,, ..., X,, sorozatnakBizonyitandd, hogy

P{ lim n~'log R, = fH(p)} -1

n— oo

9. HF: (Beadanda: aprilis 27.)

9.1 ** Hatarozzuk meg a Binomialis( p), a PoissonX), az optimista és pesszimista Geometpipiaz Egyen-
letesg, b), a Standard Normalis majd efilta Normalisf:, o2), az Exponencialis(), és a Standard Cauchy
eloszlasok karakterisztikus fuggvényditpp: Ha elakadtunk, segithet a reziduumtétel.



9.2 ** Legyeny egy X valdszinliségi valtozo karakterisztikus fliggvénye. WeRep illetve Imy valdszinliségi
eloszlasok karakterisztikus fliggvényei-e?

9.3 ** Bizonyitsuk be, hogy két flggetlen és azonos eloszlasisraldségi valtoz6 kulonbsége nem lehet E-
gyenletes{1, 1) eloszlasuTipp: Irjuk fel mindkettd karakterisztikus fuggvényété&ssuk be, hogy ezek nem
lehetnek azonosak.

9.4 ** Legyenf(z) = 1—|x—1],ha0 < z < 2ésf(x) = 0, egyébként. Hatarozzuk meg Aslirlségfiiggvényl
eloszlas karakterisztikus figgvényét.

9.5 ** Magyarazzuk a karakterisztikus fliggvények segitségével a

sint  sint/2

— = t/2
; 2 cost/
ésa -
sint t
P = H COS ka
k=1
azonossagokat.

10. HF: (Beadand6: majus 4.)

10.1 ** LegyenX egy szabalyos dobdkocka altal mutatott sz&hpedig X -t6l fliggetlen, EQ, 1) eloszlasu.
a) Hatarozzuk med( karakterisztikus flggvenyét.
b) Hatarozzuk me@” karakterisztikus fliggvényét.
c) Hatarozzuk med( + Y karakterisztikus fliggvényét. E6bholvassuk le miX + Y eloszlasa.
d) Hatarozzuk medg{ — Y karakterisztikus fliggvényét. EBbolvassuk le miX — Y eloszlasa.

10.2 ** Mutassuk meg, hogy ha egy egész értékii eloszlas karakterisztikus fliggvényeraksulyfliggvény
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alakban szdmolhatoé.
10.3 *** Emlékeztebil: X ~ Cauchyp, a) (a > 0, b € R), ha slr(iségfliggvénye
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a standard eset az= 1, b = 0. A standard Cauchy eloszlas karakterisztikus fliggvényeghataroztuk:
pstcalt) = e M.
a) Mutassuk meg, hogy a Caucly@) eloszlas a standard Cauchy eloszlas linearis transzfgakent
kaphato.
b) Az a) rész ésps; cauSegitségével hatarozzuk meg a Cauthyj eloszlas karakterisztikus fliggvényét.

c) A karakterisztikus figgvények segitségével elliereiik, hogy egy Cauch¥{, a;) és egy ble fliggetlen
Cauchyp,, as) valészinliségi valtozé 6sszegének eloszlasa Cabichyls, a; + as).

d) Meg tudnank-e ugyanezt csinalni momentumgeneralé fuggplde|? Miért?
e) Eloszlas karakterisztikus fluggvénye-é & e~ (D Lo fuggvény?

10.4 a)** LegyenekXi, Xo, X3, ..., X, flggetlen és azonos standard Cauchy eloszlasu val6ggjinidl-
tozok. Hatarozzuk meg a¥, := n~}(X; + Xo + --- + X,,) valoszinliségi valtozo karakterisztikus
fuggvényét.

b) * Mutassuk meg egy példaval, hogy abbdl, hogy valészin(iedighzok 6sszegének karakterisztikus
figgvénye egyeid a tagok karakterisztikus fliggvényeinek szorzataval, kéwetkezik a tagok fug-
getlensége.

11. HF: (Beadandd: majus 11. A 11.4 kicsit nehezebb, extra ponjot ér

11.1 ** Legyeneky,, normalisN (m,,, 02) valészinliségi mértékely = 1, 2, .... Bizonyitandd, hogy au,
eloszlascsalad pontosan akkor feszes, haggs as2 szamsorozatok korlatosak.

Alabb hasznaljunk folytonossagi tételt, és a karaktakisztfiiggvények konvergenciajat.



11.2 ** LegyenX, ~Pesszimista Geofp). Lassuk be karakterisztikus fuggvény-moédszerrel, hogy, hatarel-
oszlasa Exfil), ahogyp “\, 0.

11.3 *** Mutassuk meg, hogy a Pesszimista Negativ Binonidlis) eloszlas gyengén konvergal a Poi elosz-
lashoz, har — oo (a sokadik sikerre varunk) agy, hogy- (1 — p) — A (a siker valészinlisége igy tart
1-hez).

11.4 ***** Legyenek a7, Y5, ... flggetlen és azonos(& 1) eloszlasu valdszinliségi valtozak, és legygn=
k-Y, S,=X;+ Xo+---+ X,. Bizonyitsuk be, hogy
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