Félévi idébeosztas [hazi feladat beadasi hataribkkel]

Val6szinliségszamitas 1. matematikusoknak és fiziku&pR0Q86sz
(zarojelben: tervezett tanéraszam; egy tandra = 45 perc)

-vel kez- El6adas Matgyak.1 Matgyak.2 Fizgyak.1&2
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Okt. 6 €0.(1.3), Bernoulli fuggetlenségu), diszkrét Bernoulli, binomialis Bernoulli, binomialis
NSZTV (0.7) val.valtozok() [3. HF] €0.(0.7) [4. HF] €0.(0.7) [4. HF]
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o ) o p o normalis e0(0.7),
Okt. 27 exponencialis eqo.7), eo. eloszlasfv., slir.fvo.8), eloszlasfv., slir.fvo.8), .
. . pa Lz . s _ DeMoivre-Laplace
trafé (0.3) varhato é., sz0rgs.4) varhato é., sz0r§s.4) o
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Nov. 10 konvollcié(.7), felt. trafé (0.4), Egylttes trafé (0.4), Egylttes figgetlen v.v(0.3),
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Gauss Ujrat1.2) [12. HF]

Gauss Ujrat1.2) [12. HF]

Gauss Ujra1.2)[12. HF]




Tételjegyzék
Val6szinliségszamitas 1. matematikusoknak és fiziku&pR0Q86sz

Tétel Eléadads Gyakorlat
(tandra) (tandra)

1. Kombinatorikai gyorstalpaloé (Maxwell-Boltzmann, BeBestein is) - 1.3
2. Eseménytér, egy csépp mértékelmélet 1.3 -
3. Egyszer allitasok 0.7 -
3la. Szita formula - 0.7
3/b. Egyend valoszinliségli események - 2
4, Feltételes valészinliség 0.5 0.8
4/a. Bayes tétel 1 0.3
5. Fuggetlenség, feltételes fliggetlenség (urnamodedfdimelméleti példak) 15 1.9
6. Diszkrét valoszinliségi valtozok 0.3 1
6/a. Varhat6 érték, szoras (diszkrét) 0.7 1.3
7. Bernoulli és binomialis eloszlas 1.3 1.3
8. Bernoulli NSZTV 0.7 -
9. Poisson eloszlas (binomialis approximacié, Poissdyafoat) 0.6 1.4
10. Geometriai eloszlas (6rokifjusag), negativ binorsilipergeometriai eloszlas 0.5 0.8
11. Eloszlasfliggvény, slrliségfliggvény (szingulansaés is) 0.5 0.8
11/a. Varhato érték, szoras (folytonos; pl.: Cauchy efmzl 0.4 0.4
11/b. Eloszlasok egyéb jelleriz median, kvantilis, médusz 0.4 0.3
12. Egyenletes eloszlas 0.3 0.4
13. Normalis eloszlas 0.6 0.7
14. Stirling formula 0.7 -
14/a. DeMoivre-Laplace CHT (bizonyitas, alkalmazasok) 1 30
15. Exponencialis eloszlas 0.7 0.6
16. Egydimenzids eloszlastranszformaciok 0.3 0.4
17. Egyuttes eloszlasok 0.7 1.3
17/a. Tobbdimenziods eloszlastranszformaciok 0.5 0.2
18. Tobbdimenzios Gauss 0.8 0.5
19. Fuggetlen valészinliségi valtozok 1 0.3
19/a. Flggetlen valdszinliségi valtozok dsszegei (kdiid) 0.7 0.6
20. Feltételes eloszlasok 0.3 1
21. Osszegek varhato értekei 0.6 14
22. Kovariancia, -matrix, szérasok, Schwarz eggdahség 1.4 1.2
23. Feltételes varhato érték 1.2 0.8
23/a. Steiner tétel (feltételes varhato értékre is) 0.8 -
24, Momentum generalé figgvény 0.5 0.8
24/a. Tobbdimenziés Gauss Ujra - 1.2
25. Csebisev egyefiflenség és NSZGYT 1.3 -
26. Centralis hatareloszlas tétel 0.7 -
27. Nagy szamok és térvénye 1.3 -




Hazi feladatok
Val6szinliségszamitas 1. matematikusoknak és fiziku&pR0Q86sz

Minden héten van 4 darab 1 pontd3 €s 6 darab 2 ponto$®) feladat. Ezek k&ézil barmely kombinacié beadhat6 gy,
hogy az 6sszpontszam 10 legyen. Minden beadott feladatsorezam szerint ndve&sorrendben javitjuk a feladatokat
addig, amig a beadott feladatok altal elérhet6 6sszpdmiszléri a 10 pontot, az ezutan szerepld feladatokat nesziiks
figyelembé (kivételt képeznek ezaldl a bonusz feladatok, lasd alé@Bbiek ellenére gyakorlasképpen javasoljuk a tébbi
feladat beadas nélkili megoldasat is.

Egyes heteken szerepelnek bonusz feladatok, ezek dagficdhkontot érnek. Fiiggetleniil a tébbi feladattdl ezek az
adott héten minden esetben beadhaték, és mindig kijavdtak

Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklassadidok el. Az igazcsoportmunka hasznos, ebben az
esetben is mindenki sajat maga irja le a megoldast a sajaisab(képleteivel). A passziv masolas viszont haszonta-
lan: tapasztalatunk szerint az igy szerzett hazi feladatisgamok tdbbszordsen elvesznek ZH-kon és a vizsgan, amiko
kiderul, hogy a masolt hazi feladat nem hozta meg a kivaridépt.

Az i-dik hazi feladat beadasi hataridejeiaz 1-dik gyakorlat kezdete, ahogy az Gtemtervben is szerepel.

1.HF:
HF 1.1°

HF 1.2

HF 1.3

HF 1.4

HF 1.2

HF 1.e°°

HF 1.7°

Janos, Jakab, Jozsef ésdeqgy egyiittest alkotnak, mely négy hangszeren jatszik. idedegyikik tud mind
a négy hangszeren jatszani, hanyféle elrendezés lehe®sétgeha Janos és Jakab mind a négy hangszeren
jatszhat, de Jézsef és demindketten csak dobolni és zongorazni tudnak?

a) Hanyféleképpen ilhet le egy sorban harom lany és harom fiG?

b) Hanyféleképpen llhet le egy sorban harom lany és harom fgy, ha a lanyok egymas mellett llnek, és
a fiuk is egymas mellett tilnek?

c) Es ha csak a fitik kell, hogy egymas mellett iiljienek?
d) Hanyféleképpen llhetnek le, ha azonos nemiiek nem llhefekas mellé?

Egy tanciskolaba 10 holgy és 12 driember jar. Ha 5 holgyet ésiénbert kell kivalasztanunk és péarba
rendeznunk, hanyféle elrendezés lehetséges?

Egy tarsasag 8abodl és 6 férfibdl all. Beblik kell egy 3 rdbdl és 3 férfibdl allé bizottsagot alakitanunk.
Hanyféle kiilonboa bizottsag lehetséges, ha

a) a férfiak kbzul 2 nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni,
b) a ndk kozil 2 nem hajland6 egy bizottsagban dolgozni,
c) egy o és egy férfi nem hajlandé egy bizottsagban dolgozni?
Az alabbi racson hanyféleképpen lebebdl B-be eljutni csak jobbra vagy felfelé Iépésekkel?

B

A

Egy arverésen 5 migy@jtvasarolt 6sszesen 4 Dalit, 5 van Goghot, és 6 Picassot. H&udgsitd csak
annyit jegyez fel, hogy melyik gy{ithany Dalit, van Goghot, és Picassot vasarolt, akkor hémkidonbosd
feljegyzés sziilethet?

a) Tekintsik a kdvetkez kombinatorikus azonossagot:

Zk(Z) =n.2" L
k=1

Adjunk egyrészletekombinatorikai érvelést a fenti egyésiég igaz voltara olymédon, hogyemberiol
kivalasztunk egy tetsteges létszamu bizottsagot és annak elnokét, illetveraikeét és hozza a bizott-
ségot.

b) Ellen6rizzik a

n

s (Z) =n(n+1)- 272

k=1

1Elvileg elképzelhdi olyan eset is, hogy a beadott feladatok 4ltal elériisszpontszam sorszam szerinti sorrendben haladitl9-re r. Ekkor
biztosan van korébban legalédbb egy egy pontos feladat @hiéitenkor az addigi legmagasabb sorszamu egy pontos fetatam értékeljuk.



azonossagot = 1, 2, 3, 4 esetén. Ismét adjuntészletekombinatorikai érvelést az azonossagra:
emberdl valasszunk egy tetékeges méretli bizottsagot, annak elndkét és titkarat (etté lehet egy
személy is), illetve
- valasszunk egy elndkot, aki egyben a titkar is lesz, majiatisag tobbi tagjat,
- valasszunk egy elndkot, egyle kilonbod titkart, majd a bizottsag tobbi tagjat.
c) A fentiekhez hasonléan mutassuk meg, hogy

Sk <:) =n2(n+3)-2"73
k=1

HF 1.8* Egy 100 000 lakosu varosban harom Gjsag jelenik meg: I, lll| é& varoslakok kdvetked aranya olvassa az
egyes Ujsagokat:

I:10% | és l: 8% | ésll éslll: 1%
11: 30% I és lll: 2%
111: 5% 11 és 1ll: 4%

(Azaz példaul 8000 ember olvassa az | és Il Ujsagokat (k&zZLODO a Il Ujsagot is).)
a) Hatarozzuk meg hanyan nem olvassak a fenti Ujsagok egyekét s
b) Hanyan olvasnak pontosan egy Ujsagot?
c) Hanyan olvasnak legaldbb kétfijsagot?
d) Hal és lll reggeli Gjsagok és Il egy esti Gjsag, akkor hanyleasmnak legaldbb egy reggeli Gjsagot plusz
egy esti Gjsagot?
e) Hanyan olvasnak pontosan egy reggeli Gjsagot plusz egyjsétjot?
HF 1.9* a) LegyenA ésB két esemény. Bizonyitsuk be, hogy

haP{A} > 0.8 ésP{B} > 0.5, akkorP{AN B} > 0.3.
b) Bizonyitsuk be, hogy tetéitegesA,, A,, ..., A, eseményekre fennall a kbvetkeegyenbtlenség:
P{AinAyn---NnA,} >P{A} +P{As} + -+ P{4,} — (n—1).

HF 1.10* n golyét helyeziink véletlen médadnurnaba. Mi a valészinlisége, hoggntosaregy urna marad Ures, ha
a) a golyék megkuiilonboztethiek,
b) a golyék megkulénboztethetetlenek?

2.HF:

HF 2.1°* 8 bastyat véletlenszer(ien elhelyeziink a sakktablan. Migszinlisége, hogy egyik sem (iti a masikat (azaz
semelyik sor és semelyik oszlop nem tartalmaz egynél tébtyag?

HF 2.2 Egy kozosségben 20 csalad van: 4 csaladban egy gyerek vaala8lican keft, 5 csaladban harom, 2 csalad-
ban négy, 1 csaladban 6t.
a) Ha egy csaladot véletlenszeriien kivalasztunk, mi a valdsgége, hogy abban a csaladbayerek van,
i=1,2,3,4,5?
b) Ha egy gyereket véletlenszerlien kivalasztunk, mi a vaiésége, hogy egy: gyerekes csaladbdl jott,
i=1,2,3,4,5?
HF 2.3 Két szabalyos kockaval dobva mi a valdszinlisége, hogy adilégbbet mutat, mint az e#¢

HF 2.24** Egy urndban 3 piros és 7 fekete goly6 vah.és B visszatevés nélkil felvaltva huznak az urnabol egészen
addig, amikor észor piros goly6 keril 61 Ha A huzott ebszor, mi a valoszinlisége, hogyiz ebszor piros
golyét?

HF 2.5 Egy erdben 200z lakik, koziilik 5 meg van jeldlve. Ha véletlenszeriiert Befognak, mi a valdszinlisége,
hogy a befogottak kdzil pontosan 2 megjelélt lesz?

HF 2.6°* Egy kisvarosban pontosan négy TV-széréblgozik. Egy napon négyen hivnak széteMi a val6szinlisége,
hogy pontosarn szereb kap hivast = 1, 2, 3, 4?

Bénusz: Egy kisvarosban TV-szereb dolgozik. Egy napork helyre hivnak szerét. Mi a valoszinlisége, hogy
pontosan szereb kap hivast =1, 2, ..., n?

HF 2.7 Ot ember, név szerintl, B, C, D, E, egy sorba lilnek véletlenszer(ien. Mi a valésziniiséggy Hoés B
k6zott pontosan ember Ul =0, 1, 2, 3?7



HF 2.8°¢

HF 2.9°¢

HF 2.10°

Boénusz:

3.HF:
HF 3.1°°

HF 3.2

HF 3.3°

HF 3.4

HF 3.5

HF 3.6°¢

HF 3.7°

Jeldlje f,, azt a szamot, ahany hosszu fej-iras sorozat van Ugy, hogy nincs benniik egyndds kit fej.
Jeldlje P, ennek az eseménynek a valdszinliségét szabalyos érmedetés.

a) Mutassuk meg, hogy > 2-re f,, = f,—1 + fn—2, aholfy = 1, f; = 2. (Hany ilyen sorozat indul fejjel,

és hany irassal?)

b) Hatarozzuk med’,-t f,, segitségével, és ezek alapjan szamoljuRki értékét.
Egy urnaban van 5 piros, 6 fehér, és 7 kék golyo. Otot vissgataélkill hiizva mi a valdszinlisége, hogy
mindharom szinii golyét hiztunk?
Anna, Bori és Cili egyforma erejli ping-pong jatékosok. Avktked) médon jatszanak: Anna és Bori mérik
elészor 6ssze az erejiket. Ezutan a vesztes kiall és a vara@lihadl be a helyére, hogy 6sszemérje tudasat
az ebzb nyertessel... Minden egyes meccs utan a vesztes atadjigéi hevarakozonak. Folytatjdk ezt
mindaddig, amig valamelyikiik kétszer egymasutan nem nyex Kdrmérkbzés gypztesévé van kikialtva.
irjuk le a kérmérkzés eseményterét. Azparos csata utan végetésorozatok valészinlisége legyzmn®.
(Miért?) Mi a valészinlisége annak, hogy Anna, ill. Boti,@ili nyeri a kdrmérkozést?

Egy szekrénybenpér cif van. Véletlenszerlien kivalasztuk cipt (2r < n). Mi a valészinlisége annak,
hogy a kivalasztott cipk kozott

a) nincsen teljes pér,

b) pontosan egy teljes pér van,

c) pontosan két teljes par van?

a) En kétgyerekes csaladbdl szarmazom. Mi a valoszin(iségg,ditestvérem lany?
b) A kirdly kétgyerekes csaladbdl szarmazik. Mi a valoszéués hogy a testvére lany?
Egy piros, egy kék, és egy sarga szabalyos kockaval dobuetyydn az altaluk mutatott hArom szam rendre
P, K,S.
a) Mi a valoszinlisége, hogy mindharom dobas kil6idiaoz
b) Feltéve, hogy mindharom dobas kilonBpmi a valészinlisége, hody < K < S?
c) MennyiP{P < K < S}?
Két golyé mindegyike egymastdl figgetlentl 1/2-1/2 valbé§séggel feketére vagy aranyszinire lett festve,
majd egy urnaba helyeztéiket.
a) Tegyuk fel, hogy tudomasunkra jut, hogy az aranyszini&kesthasznaltak, azaz legaldbb az egyik goly6
aranyszin( lett. Ekkor mi a feltételes valdszinliséggyhmindkét goly6 aranyszin(i?
b) Most tegylk fel, hogy az urna megbillent, az egyik goly6 kigubelble, és azt latjuk, hogy ez a golyd
aranyszin{. Ekkor mi a valészinlisége, hogy mindkét gahadyszin(i?
Magyarazzuk meg a valaszunkat.
Harom szakacs4, B ésC, egy specidlis siteményt siitnek, melyek azonban sajndseré02, 0.03, 0.05

valészinliséggel nem kelnek meg rendesen a harom szalkzdecalltt. Az étteremben ahol dolgoznaksuti
a sitemények 50%-aB a 30%-at, pedig a 20%-at. A rossz sitemények hany szazalékat sitdtte

Egy el$- és masodévesek altal latogatott targyat déalss fil, 6 eldéves lany, 6 masodéves fil vett fel. Hany
masodéves lany vette fel a targyat, ha tudjuk, hogy egy,gy téallgatéi kozil véletlendl valasztott hallgatoé
neme és évfolyama fiiggetlen egymastol?

Tegytk fel, hogy szabalyos fej-iras dobast szeretnénkrgbmgde csak egy cinkelt érme all rendelkezésiinkre,
amely altalunk ismeretlepval6szinliséggel mutat fejet. Tekintsik a kbvetkejarast.

1. Feldobjuk az érmét.

2. Megint feldobjuk az érmét.

3. Hamindkét dobas eredménye fej, vagy mindkét dobas emghigas, akkor Ujrakezdjik az él&péssel.

4. Ha viszont a két dobas eredménye kiilorihékkor az utolsé eredmény lesz az algoritmus kimenete.

a) Mutassuk meg, hogy az algoritmus egyforma valdszinlidéggégaltat fejet vagy irast.
b) Lehetne-e Ugy egyszer(isiteni az eljarast, hogy addiguélady érmét, amig két egymast kédetobas
kilonb6d lesz, és az utolsé dobast tekintjik?

Egy n elem( halmazbdl azl és B véletlen részhalmazokat egymastdl fliggetleniil egyesletaszlassal
vélasztjuk ki &™ lehetséges részhalmaz kozil.

a) Mutassuk meg, hoglP{A C B} = (£>n (Tipp: tekintsik az eredeti halmaz minden egyes elgmét.



HF 3.8

HF 3.9°¢

Boénusz:

HF 3.10°

4.HF:
HF 4.1°°

HF 4.2

HF 4.3

HF 4.4

HF 4.5

HF 4.6

b) Mutassuk meg, hogP{AN B = 0} = (i)n

Egy szabalyos érmét kétszer feldobunk. Legyeaz az esemény, hogy az &ldobas eredménye fejy az
az esemény, hogy a masodik dobas eredménye fé€],axsaz esemény, hogy a két dobas eredménye egyezik.
Mutassuk meg, hogyl, B ésC péronként fliggetlenek, de nem fliggetlenek.

Az id6jaras-ebrejelzés egyszerli modelljeként tegyik fel, hogy dzvdgy ess, vagy napos, s annak a
valoszinlisége, hogy holnap ugyanolyan lesz mint ma, dkorepoktol figgetlenil. Ha azéchapos januéar
elsején, legyer,, annak valdszinlsége, hogynap mulva szintén napos. Mutassuk meg, hBgkielégiti a

P,=2p—1)P,_1+ (1 —p), n>1; Py=1

rekurziét. Bizonyitsuk be, hog¥,, = 1 + 1(2p — 1)” mindenn > 0 esetén.

Egy vadas20 méter tavolsagban felfedez egy rokat édrdtla a réka ezt tdléli, akkar0 m/s sebességgel
probal menekilni. A vadasz masodpercenként Ujratolt & & rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy
(szerencseés esetben) a roka el nem tlinik a latohatarordészaalalati valdészinlisége a tavolsag négyzetével
forditottan aranyos, a kdvetk@képlet szerint:

P{a vadasz eltalalja az méter tavolsagban léwokat = 67522 (x > 30).

Ha talalat is éri a rokat, nem biztos, hogy fatalis: az eggksdtokat (fuggetlenul azok szamatdl) a rdkea
val6szinliséggel taléli. Mi a valészinlisége annak, hoghka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?

MegjegyzésA feladatot nyilvan matematikusok taléltak ki matematikiigskoknak. Miért rossmodelje ez
a rokavadaszatnak?

Iszakos Ivan a nap/3 részét kocsméban tolti. Mivel a faluban 5 kocsma van, és e valogatés, azonos
eséllyel tartézkodik barmelyikben. Egyszer elindulundgy megkeressiik. Négy kocsmat mar végigjartunk,
de nem talaltuk. Mi a valészinlisége annak, hogy az 6todikiidesz?

Alabb egy dramkoér, ahol mindegyik kapcsold egymastol fiiggél 1/2 — 1/2 valdszinliséggel van nyitva
vagy zarva.

S

Mi a valészinlisége, hogy-tol B-ig aram folyhat ezen az aramkoéron? (Ezért itt kiilén nem @t pde
érdekes: valaszoljunk szamolas nélkil is, szimmetriaktséggével! (Persze ha valaki ezt helyesen meg-
csindlja és nem szamol, az is teljes értékl megoldas.))

50 szazalék az esélye, hogy a kirdyinordozza a hemofiliaért fefied gént. Ha hordozé, akkor mindegyik
hercegnek 50-50 szazalék az esélye arra, hogy hemofitigere Ha a kiralyth harom fia nem hemofilias,
mekkora az esélye annak, hogy a kirdiymordoz6? Ha sziletik egy negyedik herceg is, mekkora dyeesé
annak, hogy hemofilias lesz?

5 férfit és 5 Bt rangsorolnak egy vizsgan. Tegyuk fel, hogy nincs két eggh pontszam, és mind 1&)!
elrendezés egyforman valészinli. Legyém legjobb 1 helyezése (példall = 1 azt jelenti, hogy a legjobb
vizsgazo egy @). Hatarozzuk med( eloszlasat.

Ot jatékos,A, B, C, D, E kozott véletlenszerlien szétosztjuk a szamokai B4ig, ismétbdés nélkil. E-
6sz6r A és B mérkbzik: akinek magasabb a szama, tovabbjut. Az igy tovabbjuiét C-vel mérldzik,

azutan a kézuluk tovabbjutB-vel, majd az itt nyerte&-vel. LegyenX az a szam, ahany mérkéstA nyer.

Hatarozzuk meg¥ eloszlasat.

Egy csaladban > 1 gyermekap™ valészinliséggel van, ahel< (1 — p)/p.

a) A csaladok hanyadrészében nincs gyermek?
b) Ha a gyermekek egymastdl fliiggetlenil egyforma eséllyeldgikanyok, akkor a csaladok hanyadrészé-
ben lesz pontosahfiu (és tetsbleges szamu lany)?

Harom kockéval dobva, mennyi a valészinlisége annak, hdgpett szamok 6sszed@-nél nagyobb?
MegjegyzésEz volt a nyerés feltétele a XVII. szazadban divatos ,passgatékban.



HF 4.7

HF 4.8

HF 4.9

HF 4.10°

5.HF:
HF 5.1°

HF 5.2¢

Az « kockanak 4 piros és 2 fehér, migGakockanak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét.
Ha fej a dobas eredménye, akkor a tovabbiakban &ackat hasznaljuk, ha pedig iras akkofd. Az igy
kivalasztott kockaval egymasuténszer dobunk.

a) Miannak a valészinlisége, hogyaadik dobasnal az eredmény pirog?= 1,2, ...,n)

b) Feltéve, hogy mind az és: — 1 kockadobas eredménye piros, mi annak a valoszinliségg ahiegdik
dobas eredménye is piros lesz?< 1,2, ...,n)

Egy ketyere két killonbd@zokbdl romolhatott el. Az etsok ellerrzéseF; forintba keriine, és ha valéban
az a probléma, akkor a javitada forint. Hasonléan, a masodik ok ell@rzéseF, forintba keriil, és ha az a
probléma, akkor a javita$, forint. (Ha viszont az élszor elledrzott oknal nincs probléma, akkor a masik
lehetséges okot @szor elledrizniink kell, majd javitanunk.) Legyenés1 — p annak valészinliségei, hogy a
ketyere az el§illetve a masodik okbol romlott el. Hatarozzuk meg, mely, Fs, Ji, Jo, p értékek mellett
érdemesebb varhatéan azéetikkal kezdeni az ellévzést, és melyeknél a masodik okkal.

A Magyar Etikett Intézet felmérése szerint Magyarorszagdiik két kategoériaba oszthatéak: 2/3-uk ud-
varias, 1/3-uk udvariatlan. Az udvarias filk az esetek 9@#naengedik éire a lanyokat az ajtéban, az
udvariatlanok viszont csak az esetek 20%-aban. Lattamy Bagcsi ebre engedte Juliskat, Jutkat viszont
nem.

a) Mennyi annak a valészinlisége, hogy Jancsi az udvariadisyéridba tartozik?

b) Mennyi annak a valészinlisége, hogy ezek utan Jancsi iErzdire fogja engedni?

6
Pn = ( > L0.777 1. 037"

Sarkanyfoldon az feji sarkany

n—1
valoszinliséggel fordul @l(n = 1,2,...,7). Egy sarkany fejeinek levagasa veszélyes mivelet: azemb

minden fejét egymastdl fliggetlerd% eséllyel tudja levagni, és ha ez nem sikerill, akkor a sark@ygeszi
az embert.

a) Elém kerlil egy sarkany, de a nagy kddben nem latom, hogy bfinyMi az esélye, hogy tulélem a
talalkozast?

b) Tegyik fel, hogy épp most vagtam le a hatodik fejét, de mégliginem latom, hogy maradt-e feje.
llyen helyzetldl mekkora valészinliséggel élem tul a harcot?

c) Csata utan taldlkozom a cimbordmmal, aki szintén degit egy sarkanyt. Ezt figyelembe véve mi a
valoszinlisége, hogy hétfejlivel volt dolga?

4 buszon 6sszesen 148 tanul6 utazik. Az egyes buszok reddd8 425 és 50 tanulét szallitanak. Valasszunk
ki véletlenszerlien egy tanuldt; ekkor jeloljé azt, hogy hany tanulé utazik azon a buszon, amelyik a kiva-
lasztott tanuldt szallitja. Valasszunk véletlenszergnsobrt. Y jeldlje azt, hogy a sdifr buszan hany tanulo
utazik.

a) Mit gondolunk,X vagyY varhat6 értéke nagyobb? Miért?

b) Szamoljuk kiE(X)-et ésE(Y)-t!

c) Szamoljuk kiD?(X)-et ésD?(Y)-tis!
A és B a kovetked jatékot jatssza:A gondol 1-re vagy 2-re, ezt leirja majél-nek ki kell talalnia, melyik
szamra gondol#l. Ha azA altal leirt szam és B jol tippelt, akkor B i egységet kapi-tol. Ha B melléfog,
akkord fizet A-nak 3-t. Ha B randomizalja tippjét, azazvaldszintiséggel tippel 1-re és-p valészintiséggel
2-re, hatarozzuk meg nyereménye varhato értékét, ameamyib

a) az A altal leirt szam az 1,

b) az A altal leirt szam a 2.
Milyen p érték maximalizaljaB minimalis varhaté nyereményét, és mi ez a maximin értékg@yéhiik meg,
hogy B varhat6 nyereménye nem csakgbfiigg, hanem attél is, hogy mit csindl.)
Tekintsiik most azl jatékost. Tegytk fel, hog§ is randomizalja a dontését, €saloszinliséggel gondol 1-re.
Mennyi A varhato vesztesége,

c) haB 1-re tippel, ill.

d) haB 2-re tippel?
Mely g értékkel tudjad minimalizalni a maximalis varhat6 veszteségét? Mutassel,rhogyA maximalis
varhato veszteségének minimuma eggeBl minimalis varhaté nyereségének maximumaval! Ezt az ered-
ményt hivjak minimax tételnek, ami a jatékelmélet egyilpatks eredménye, és altalanosatsdér Neumann
Janos fogalmazta meg. A kézds értéket a jaték értékéneddh(iBjszamara).



HF 5.2

HF 5.2

HF 5.5°¢

HF 5.6°°

HF 5.7°

HF 5.8°

HF 5.9°¢

HF 5.10

6.HF:
HF 6.1°

HF 6.2

HF 6.2

Egy gép véletlenszer{ien valaszt 1 és 10 kozotti szamot, reekiink kell kitalalni, tgy, hogy kérdéseket
tesziink fel, amire a gép igennel vagy nemmel valaszol. Slpdkria, varhatéan hany kérdést kell a gépnek
feltenniink,

a) ha csak rédkérdezhetiink, azaz azt kérdezziik, hogy ,A goeddéiti?” i = 1, 2, ..., 10, illetve

b) ha kérdéseinkkel mindig megprébaljuk megfelezni a fenmaé@tehetséges szamok korét.
(Szentpétervéri paradoxon)Egy érmével addig dobunk, mig a fej oldalara nem esik. Ha-adik feldobas
eredménye fej, akkor a jatékas forintot nyer. Mutassuk meg, hogy a nyeremény varhato éniélgtelen!

a) Megéri-e egy jatékért 1 millié forintot fizetni?

b) Megéri-e jatékonként 1 milli6 forintot fizetni, ha addiggatink, amig csak akarunk, és a jaték befejezés-

kor van elszamolas?

Minden este tobb kulénb&zmeteorologus jésolja meg, mekkora valészinliséggel @gap esni az €5

Hogy megitéljuk, mennyire jok a meteorolégusok, a kovetképpen pontozzuéket: ha egy meteorolégus
p valészinliséggel josolt és akkor

1—(1—p)? pontot kap, ha valéban esik masnap,
1—p? pontot kap, ha nem esik.

Ezek utan egy rogzitett szakban mérjik az egyes meteorolégusok atlagpontszasnaiegjobb érejeld

a legmagasabb pontszamot kapott meteorolégus lesz. Tdglyillogy az egyik meteorolégus tudja ezt, és
maximalizalni szeretné atlagat. Ha azt gondolja, hpyaldszinliséggel fog esni holnap, mekkprértéket
érdemes jelentenie?

LegyenE(X) = 1 ésD?(X) = 5, szamoljuk ki
a) E(2+ X)*tés
b) D2(4 + 3X)-t.
N egy nemnegativ egész értéeki valdszinliségi valtoz6. 3dukameg, hogy

E(N) = ip(zv > ).

(Tipp: ioj P(N >i) = io: ioj P(N = k). Es most szummacseye!

=1 i=1k=1
N egy nemnegativ egész értékil valdészinliségi valtoz6. 3dukameg, hogy

(E(NV?) —E(N)).

N =

iiP(N>i) =

Egy m csaladbdl all6 kbzosségben csaladban vangyerek (0" n; = m). LegyenX egy véletlenszer(ien
=1

1=

valasztott csalddban a gyerekek szama. Véalasszunk kler&deerlien & in,; gyerek kozll egyet; jeldlj@”

=1
azt, hogy a kivalasztott gyerek csaladjaban hany gyerekMaitassuk meg, hoglz(Y) > E(X).

Véletlenszer(ien elhelyeziink egy huszart egy Ures sdlkéatMennyi a lehetséges Iépései szamanak a var-
hato értéke?

Tegyk fel, hogy replilés kézben egy refgip motorjai egymastdl (teljesen) figgetlehi p valdszinliség-
gel hibasodnak meg. Ha egy refiiek a repliléshez a motorjainak legalabb felére van székséityenp
értékekre biztonsagosabb egy 6tmotoros régéh, mint egy harommotoros?

10-szer feldobunk egy hamis pénzérmét, amaloszinliséggel ad fejet. Ha tudjuk, hogy 6sszesen 6lstzor
fej az eredmény, mi a valészinlisége, hogy a 8leredmény rendre

a) F, I, I (azaz az el$fej, a masodik és a harmadik iras);

b) I,F, I?
Egy bulvarlapban oldalanként varhatéan 0.2 nyomtatasiveln. Mi a valdszinlisége annak, hogy a kdveikez
oldalon

a) 0,

b) 2 vagy tébb hiba van?



HF 6.4

HF 6.5°°

HF 6.6°°

HF 6.7

HF 6.8°°

HF 6.9°

HF 6.10°

7.HF:
HF 7.1°°

HF 7.2

HF 7.3

HF 7.4

Indokoljuk a valaszt!

Egy allamban az 6ngyilkossagi rata 1 dngyilkossag per 1@l&kos per hdnap. Vizsgaljuk meg az allam
egy 400 000 lakosu véarosat!
a) Mia val6szinlisége annak, hogy egy adott h6napban tobly,/neimber lesz 6ngyilkos?
b) Miavaldszinlisége annak, hogy egy adott évben legalabb&pi@n lesz tobb, mint 7 éngyilkossag?
c) Legyen a mostani hénap az 1., mi a valészinlisége annak,el@ggor az. hénapban lesz tébb, mint 7
ongyilkossag?i(> 1)
Milyen feltevésekkel éltiink?
LegyenX X paraméter(i Poisson eloszlasu valoszinliségi valtozétasduk meg, hogP{X = i} i no-

vekedésével ékz6r 1, majd monoton csdkken, a maximumat & |A]-nél veszi fel. Tipp: tekintsik
P{X =i}/P{X =i— 1}-et)

LegyenX )\ paraméter(i Poisson eloszlasu valészin(iségi valtozéasduk meg, hogy
, 1
P{Xparog = _(1+ e ).

Atlagosan hany mazsolanak kell egy sutiben lennie, ha aankik elérni, hogy egy véletlenszeriien valasztott
sutiben legalabb 0.99 valészinliséggel legyen (legalgplszem) mazsola?

Egy erdb atlagos siir(isége: 16 fa 10G+mnként. A fak torzse telijesen szabalyos, 20 cm &fjtideor alapu
henger. Egy puskagoly6t I6vink ki célzas nélkiil, azesdélédl 120 m-re, kifelé az ei@bdl. Mennyi annak
a valészinlisége, hogy eltalalunk egy fatérzset?

(Tekintsilink el attél az apré zavard téngéd, hogy a fak alapkdreinek kézéppontjai min. 20 cm tavdbsdy
vannak.)

Szamitsuk ki az1 + X)~! valoszinliségi valtozd varhato értékét a kovetkegetekben:
a) haX Binom(n, p) eloszlasu;
b) haX Poi(\) eloszlasu.

(Tipp: integraljunk valami szépét.

Lovas gatversenyen a lovasok kérpalyan versenyeznek,@a pdlyan elhelyezett sok akadaly mindegyikét
egymastol fuggetlenil azonos valoszinliséggel veri le5%annak valészinlisége, hogy a lovas hibatlanul
teljesit egy kort, mennyi az esélye, hogy egy kdrben legifiddjhdrom akadalyt ver le?

Egy orszagban a hazasparok ad€isig vallalnak gyereket. Mi a nemek eloszlasa ebben azagism?
Igaz-e, hogy az egy csaladban sziiletett gyerekek nemetfég@ggymastol?

Tegyk fel, hogyX eloszlasfliggvényd;' a kévetkedképpen adott:
0 hab < 0
Z had <b <1
F(b) = %ﬁ% hal < b <2
% ha2 <b<3
1 ha3 <b

a) Szamoljuk kiP{X =i}-t,i =1,2,3.

b) MennyiP{i < X < 3}?
Egy urnaban 4 piros és 4 kék goly6 van. Véletlenszerliendsvéunk 4 goly6t. Ha 2 kdzuluk piros és 2
kék, akkor megallunk. Kilénben visszarakjuk a golyOkat ardba és Ujra valasztunk 4 golyot. Az egészet

mindaddig folytatjuk, amig 4 hazott golyébdl pontosan dpitesz. Mi a valészinlisége, hogy pontosasezer
hazunk?

a) Egy rendszer egy eredeti és egy pét egy§eghl, igy a teljes rendszer a bekapcsolastél szamkva
hénapig mikddik. Hatarozzuk még varhato értékét, és annak valészinliségét, hogy a reridgadibb
5 hénapig mikddik, h& slrliségfliggvénye:

Cze */? haz >0,
f(z) =
0 haz <0.



HF 7.5

HF 7.6

HF 7.7

HF 7.8

HF 7.9°¢

b) Legyen

5

C(2x—2%) ha0 <z <

f(x) = 2
0 kilénben,

és 5

C(2x—2%) ha0<z< =,

g(w) = 2
0 kildénben.

Lehet-ef ill. g slirlségfliggvény? Ha igen, hatarozzuk raegés azf ill. g altal meghatarozott eloszla-
sok varhat6értékét!

c) Milyen « ésc értékekre lesz eloszlasfliggvény a kdvetkéggvény?
F(z) = exp(—ce™ %)

Egy benzinkdt hetente egyszer kap benzint. Hogyha a hetéeléezer literben mérve) egy valdszinliségi
valtozé
(z) = 5(1—2)* had<z<1,
Yo, egyébként
strliségfiiggvénnyel, akkor mekkora méretii tartaly segks ahhoz, hogy egy adott héten a benzinkut 0.01-
nél kisebb val6szinliséggel fogyjon ki a benZltb
Tudjuk, hogy minderY” nemnegativ valészinliségi valtozéra
E(Y) = /P{Y > t}de.

0

Mutassuk meg, hogy eg¥ nemnegativ valoszinliségi valtozéra
oo
E(X") = /na:"ilP{X >z} dr
0

teljesul. Tipp: kezdjuk azzal, hogy

E(X") = /P{X" > t}dt,
0
majd cseréljink valtozét ( = x™).)
a) LegyenX valdszin(iségi valtozo varhato értékeszorasnégyzeie?, és legyery egy kétszer differenci-
alhato figgvény. Mutassuk meg, hogy

(Tipp: fejtstikg-t 1 kordl 3 tagig Taylor sorba, és hanyagoljuk el a megmaradatigs
b) LegyenX egy )\ varhat6 érték(i Poisson eloszlasi valdszinliségi valtdufassuk meg, hogy hanem
tal kicsi, akkor
D?(VX) ~ 0.25.
Lepddjunk meg. Tipp: hasznaljuk fel az el6z6 feladafBt /X ) kozelitésérg)!

Ketten céllévésben versenyeznek, a két vers@épyzilletve p, valdszinliséggel ér el talalatgt (< p2). Az
tgyetlenebb kezd, majd felvaltvariek. Aki ebszor talal, az nyer.

a) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy az tigyesebb nyer?

b) Mennyi a jaték varhato iitartama, ha percenként egy lovést végeznek?

c) A varhato idbtartam azonnal adddik, ha = p, (miért?). Ellerdrizziik le, hogy az éiz6 kérdésre adott
vélaszunk ebben az esetben az, ami azonnal adédik.

LegyenF(x) folytonoseloszlasfiiggvény, é8(0) = 0. Mutassuk meg, hogy

0, ha —co <z <1,
G(z):= .
F(z)— F(z™), hal<z <o

is eloszlasfliggvény. Adjunk valészinliségszamitasiréeiea fenti formulanak.

10



HF 7.10°

Boénusz:

8.HF:
HF 8.1°

HF 8.2¢

HF 8.3

HF 8.4

HF 8.5

HF 8.6°¢

HF 8.7

HF 8.8°

1 1
Konstruélhaté-e olyan folytonas : [0, 1] — [0, co) fliggvény, amelyref g(z)dz = 1, [z - g(z)dz = q,
0 0

2?2 - g(z)dr = a??

Ot

Az arokugro versenyfutas szabalyai a kdvétkeA futOpalya egyenes, és van rajta végtelen sok egyforma
arok. Két egyforma képességli versemyaéri 6ssze az erejét arokfutashbol, akik fej fej mellethéikt Egy
versenyd egymas utan at probalja ugrani az arkokat, végil egyské&ickit ugrik és beleesik valamelyik-
be. Tegyiik fel, hogy egy verserfysohasem farad el, és az arkokat egymastol fiiggetlenignegnt2 -
val6szinliséggel tudja atugorni, aiohz arok hossza. Ha az egyikik beleesett egy arokba, akket @éga
verseny.

a) Mutassuk meg, hogy a dontetlen valdszinlisége pontosam kidebhs-nél, ha

1+4+¢
L <l
089 (1 — 6)
teljesdl.

b) Ha doéntetlen, akkor visszakildjifiket a startvonalhoz és Ujra keétik a verseny. Ezt ismételjiik egészen
addig, amig gé§iztest nem hirdethetiink. Mekkora legyerha a versenydk ugrasainak szamanak varhato
értékét akarjuk minimalizalni?

A felé a vonatok 15 percenként indulnak 7:00-t6l kezdve, Bhifglé 15 percenként indulnak 7:06Hkezdve.

a) Ha egy utas 7:00 és 8:00 kozotti egyenletes eloszlaieid érkezik az allomasra, majd felszall arra a

vonatra amelyik hamarabb indul, az esetek hanyadrészébgyArfelé, és hanyadrészébénfelé?

b) Es ha az utas 7:10 és 8:10 kozétti egyenletes eloszlab@ivérkezik az allomasra?
Egy buszA és B varosok kdzott jar, mely varosok 100 kilométerre vannaknedistol. Ha a busz lerobban,
akkor azt egyenletes eloszlasu helyen teszi a két varogtkdiin. Pillanatnyilag egy buszszerviz taldlhat6 az
A varosban, egy @ varosban, és egy a két varos kozott féluton. Egy javaslaingzhelyett gazdasagosabb
lenne a harom szervizt ag varostdl 25, 50, és 75 kilométerre elhelyezni. Egyetéréialjavaslattal? Miért?
Mi lenne a szervizek legjobb elhelyezése? Milyen értelenibe
Tegyuk fel, hogyX normalis eloszlasu, 5 varhato értékkel. R4X > 9} = 0.2, kdzeliBleg mennyiX
szOrasnégyzete?
Tegylk fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magasséaga centbeatenérve normdlis eloszlasi,= 180 és
% = 169 paraméterekkel. A 25 éves fiatalemberek hany szazalékasalalg@ méternél? A két méteres klub
tagjainak hany szazaléka magasabb 2 méter 10 cm-nél?
Egy gyar két fajta érmét gyart: egy igazsagosat, és egy latuaisi 55% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen
érménk, de nem tudjuk igazsagos-e vagy pedig hamis. Enméktéksére a kdvetkézstatisztikai tesztet
hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legalath &2r fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott, akkor az égaEtagosnak tekintjik. Mi a valdszinlisége,
hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazs&gdSssha hamis volt?
Mutassuk meg, hogf(1) = /7. (Tipp: T'() = [ e 2~ 2 dx. Helyettesitsiink = v/2a-et és hasonlitsuk
Ossze az igy kapott kifejezést a normalis eloszlgssal!
Szamoljuk ki a normélis eloszlas alabb definidlt ,abszolotmentumait” (0 a standard normdlis sirliség):

Ay = /@(y)lylkdy, k=1,2,3,...

(Tipp: parosk = 2¢-re szamoljuk ki és hasznaljuk a kdvetkez6 kifejezést:

d 1T e
- - —2y7/2 4
N Vr / ‘ Y

- A=1
Paratlank = 2/ + 1-re hajtsuk végre a = 32 valtozocserét a2, -t definiald integralbar).
LegyenX nulla varhato értékli és szorasu, normalis eloszlasu valdszinliségi valtozé. rBizsuk be, hogy
tetsdlegesr > 0 esetén fennallnak a kdvetkieegyenbtlenségek:

1 202 [0 0 1 20 2\ O
= (/207 (2 _ T = = (@%/20%) 2
e — < P{X>=x < e .
V2T (55 1'3> { } V2T T

(Tipp: differencialjuk az egyenlétlenség-lanc mindharagyat és hasonlitsuk 6ssze a derivaltakat.
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HF 8.9°¢

HF 8.10°

Boénusz:

9.HF:
HF 9.1°

HF 9.2

HF 9.3¢

HF 9.4

HF 9.5°¢

Egy nagyvaros lakossaganakalunk ismeretlem hanyada dohanyzik. Eztyahanyadot akarjuk kozebiteg
meghatarozni egy mintaban megfigyelt relativ gyakorishggovetked mdédon: megkérdezinkvéletlen-
szer(ien kivalasztott lakost és megallapitjuk, hogy ezedk i allitja, hogy dohanyzik. A NSZT tudjuk,
hogy han elég nagy, akkor az empirikusan megfigyglt = k/n relativ gyakorisag igen nagy valdszin(iség-
gel jol kozeliti az igazip hanyadot. Milyen nagynak kell-et valasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy az
empirikusan megfigyejt’ relativ gyakorisag legalabb 0.95 valészinliséggel 0.@@&hataron belll kozelitse
avalédi (ismeretlen) hanyadot? Mas széval: hatdrozzuk meg azt a legkisgldbrmészetes szamot, amelyre
igaz, hogy barmely € (0,1)-re ésn > no-ra

P{|p’ — p| <0.005} > 0.95.

Van két egyforma biztositotarsasag, egyenként tizezeféligly A 2007-es év elején minden tgyfél befizet a
biztositéjanak 6tvenezer forintot, és az év folyaman minidigyfél egymastal nggetIen'%l valoszinliséggel
nyujt be karigényt, amely minden esetb&s0 ezer forintos. Mindkét biztositdtarsasagnak van ezed felii
5 millié forint félretett pénze az k6 évidl. Egy biztositotarsasag @dbe megy, ha nem tudja kifizetni a
beérkeb karigényeket. Erdemes-e egyesiilnie a két biztosit@agsmk? Legyepn; annak a valészinlisége,
hogy a két biztositétarsasag kozil legalabb egy tonkremégpy, annak a valészinlisége, hogy az egyesiilt
biztositotarsasag tonkremegy. Hatarozzuk megsp, (kdzeliB) értékét, és vonjuk le a kovetkeztetést!

(A Poisson eloszlas normalis approximacioja.Bizonyitsuk be, hogy — oco-re

VA~ peacy) (1A + VA ]) = %27 exp(—a?/2) + O(A112),

és a hibatag egyenletesen kicsiahegy korlatos halmazban marad. Kévetkezményként lassukdoy,

B
S e~ [ el dy=2(9) - @)
A avVA<k<A+B8VX a
amint\ — oo.
Hatarozzuk megR = Asin(O) eloszlasat, ahold egy rogzitett konstans, &9 egyenletes eloszlasi

(=m/2, 7/2)-n. (Az ilyen valdszinliségi valtozdk ballisztikanal jonnek el v sebességgel szdgben ki-
16tt l6vedékr = % - sin(2«) tavolsagban ér foldet.
a) LegyenX X paraméter{i exponencialis eloszlasi valoszinliségia@lesc > 0. Mutassuk meg, hogy
¢X szintén exponencidlis eloszlasy,c paraméterrel.
b) Most legyenX sirliségfiiggvényg(x). MiazY = aX + b val6szinliségi valtozé sirliségfiiggvénye?
c) Most legyenX standard Cauchy eloszlasu val6szinliségi valtozé. Muitasgg, hogyl /X is standard
Cauchy eloszlasu! Egy standard Cauchy eloszlasu valdszgn Valtozé sirliségfiiggvénye:

f(x):77r(1<1kx2) —o00 <z < 00.

a) LegyenX normalis eloszlasy varhato értékkel és szorassal. Hatarozzuk még= eX siirliségfiigg-
vényét. " eloszlasat lognormalisnak nevezik.

b) Mutassuk meg, lehéteg szamolas nélkiil, hogy ekk6fY ™ eloszlasa szintén lognormélié = au +
log C éso’”? = a?0? paraméterekkel Tipp: tudjuk, hogyy” = eX, ahol X normalis. irjuk felC'Y *-t ¢/
alakban, talaljuk meg a kapcsolatef és Z kozoétt, és hasznaljuk tudasunkat a normalis valdszinliség
valtoz6 linearis transzformaltjaird.

c) Valamely homokfajta részecskéi gomb alaktak, melyeknelééie (milliméterben mérve) log-normalis
eloszlasum = —0.5 éso := 0.3 paraméterekkel. Az egész homokmennyiség rgyszazalékall 0.5
mm-nél kisebb atméjii szemcsélkdl?

Két szabalyos kockaval dobunk. Hatarozzuk mie@sY egyiittes sulyfliggvényét, ha

a) X a dobott szamok maximum&, a két dobott érték 6sszege;
b) X az el® kocka eredményé; a dobott szamok maximuma;
c¢) rendreX, Y a dobott szdmok minimuma, ill. maximuma.

LegyenekX ésY fuggetlen,p paraméterl’j geometriai eloszlasu valdszinlségi vattogbzaz: P{X =
.Y =jt=Q0-p) " p-(L=pY"-p i, j>0)
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a) Sejtsuk med{X =i| X +Y = n} értékét. Tipp: tegyuk fel, hogy egy cinkelt érmét dobunk fel, egymas
utan sokszor. Az érmevaldszinliséggel ad fejet. Ha a masodik fejiaadik feldobasnal jon, mi az elsé
fej bekdvetkezése idejének eloszldsa?

b) Igazoljuk (a)-beli eredményiinket szamolassdlipif: ugye még emléksziink mi fliggetlen geometriai
varakozasi idok dsszegének az eloszlsa?

HF 9.6°° Egy ropit két, egymastdl fliggetlenil és egyenletes elgsal&kivalasztott pontban eltdrink.

a) Mennyi a valoszinlisége annak, hogy az igy nyert harom tatdidromszoget alkothatunk?
b) Mennyi a val6szinlisége annak, hogy az igy nyert harom danatbegyike révidebb mint az € [¢/3, /]
rogzitett szam?¢(a ropi hossza.)

HF 9.7° Vélasszunk egy pontot egyenletes eloszlassal egy efypotll haromszog belsejében, mely haromszdgnek
minden oldala 1 hosszUsagu. Jeldlje pontnak a tavolsagat a haromszég legkdzelebbi oldatdabirozzuk
meg a¢ valészinliségi valtozo eloszlas- és slirliségfliggvényét

HF 9.8 Legyen¢ az X pont tavolsadga a sild, 1) koordinataji pontjatol, ha
a) X-etazz-tengely[0, 1] intervalluméan véletlenszerlien valasztjuk;
b) X-etazz-tengely|0, 2] intervalluman véletlenszerlien vélasztjuk.
A két esetben hatarozzuk meg aaldszinliségi valtozo sirliségfliggvényét.
HF 9.9° Egyuttes eloszlasfliggvény-e a kovetlda&t fliggvény £, y € R)?

F(z,y) = exp(—e" "), G(a,y) = exp(—e™ —e7¥).

HF 9.10° LegyenX egyenletes eloszlasu[a3, 4] intervallumon, és legyed(z) = |x — 1| + |z + 1|. Hatarozzuk
meg az¥’ = ¥(X) valdszinliségi valtoz&' (y) eloszlasfliggvényét. Abszolit folytonos eloszlasizeAdjuk
meg aG eloszlasfuggvény Lebesgue-féle felbontasat diszkrézabt folytonos és folytonos de szinguléris
eloszlasfuggvények 6sszegére.

10.HF:

HF 10.1* A patikdba egy Ora alatt bet@éemberek szama Poisson eloszlasé 10 paraméterrel. Szamoljuk ki annak
feltételes val6szinliségét, hogy legfeljebb 3 férfi térfekéve, hogy 10 @ tért be a patikdba abban az 6raban.
Milyen feltevésekkel éltiink?

HF 10.2 Egy férfi és egy @ talalkozét beszélt meg 12:30-ra. Ha a férfi 12:15 és 12:4%tkd@gyenletes eloszlasu
id6ben érkezik, édte figgetlenil a @ 12:00 és 13:00 kozott egyenletes eloszladbeah érkezik,

a) hatarozzuk meg annak valoszinliségét, hogy d@szélr érkezik, 5 percnél kevesebbet var.
b) Mi a valészinlisége, hogy a férfi érkezik@ek?

HF 10.2* n pontot fuggetlenil egyenletesen elosztunk egy koér keiilets szeretnénk meghatarozni annak valdszin(-
ségét, hogy mind egy félkdrbe esnek (vagyis annak valasgygt, hogy van egy olyan, a kér kbzéppontjan

atmerd egyenes, melynek az 6sszes pont az egyik oldalan van)jeJBlo P, ..., P, a pontokat. Legyen
A az az esemény, hogy az 6sszes pont egy félkérbe esik; 8z az esemény, hogy az 6sszes pont abba a
félkorbe esik, amely’;-tél indul az 6ramutaté jarasaval egyeranyban; = 1, 2, ..., n.

a) Fejezzik kiA-t az A;-k segitségével.
b) Igaz-e, hogy az;-k kblcséndsen kizaréak?
c) Hatarozzuk me@{A}-t.

d) Most valaszoljuk meg a kdvetkékérdést: ha egkdrlaponegymastdl fiiggetleniit pontot egyenletes
eloszlassal elhelyeziink, mi a valészinlisége, hogy a ki#pgibntja benne lesz a pontok konvex kombi-
nacidiként eballé halmazban?

HF 10.£ Az X ésY valoszinliségi valtozok kdzos slirliségfiiggvénye

a:ef(””y), haz >0, y > 0,
flz, y) = .y
0, egyébkeént

Fuggetlen-eX ésY? Es ha a kozos s(rliség

2, ha0<y<1l,0<z<y,
[z, y) = A
0, egyebkeérit

HF 10.3* a) LegyenekX ~ E(0, 1), ésY ~ Exp(1) fuggetlenek. Hatarozzuk meg + Y eloszlasat.
b) LegyenekX ~ E(0, 1), ésY ~ Exp(1) fuggetlenek. Hatdrozzuk mey/Y eloszlasat.
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c) LegyenekX ~ Exp()\), ésY ~ Exp(u) fuggetlenek. Hatarozzuk meg/Y eloszlasat, ésR{X < Y}
valoszinliséget.

d) LegyenX ésY két fliggetlen\ paraméter(i exponencidlis eloszlasu valészinliséga@ltBizonyitsuk
be, hogy aiJ := X + Y ésV := X /(X +Y) valészinliségi valtozok fuggetienek.

HF 10.8* a) LegyenX ésY a két koordinataja annak a pontnak, melyet az origd kézé&ppdnsugari korlapon
egyenletesen valasztottunk. (Azaz: a kozos slirliséuéilyyf (=, y) = 1/, haz? + y? < 1.) Hataroz-
zuk meg azkR = VX2 + Y2 ésa® = arctg Y/ X valoszinliségi valtozok kdzds sirliségfiiggvényét.

b) LegyenUs, U, két fuggetlen egyenletes eloszlasu valdszinliségi @z 1]-en. Bizonyitsuk be, hogy
haX = /—2InUj cos(2nUs;) ésY = /—2In U sin(27Us), akkor az( X, Y") par kétdimenziés norma-
lis eloszlasu.

HF 10.7* Mutassuk megzamolassalhogy haX;, i = 1, ..., n fliggetlen azonos eloszlasi geometriai valészin{iségi
véltozdk, akkorX; +- - -+ X, negativ binomidlis eloszlasu. Hasznaljunk indukciot. éoszinliségszamitési
érvelést mar lattuk éadason.)

HF 10.8° LegyenX = (X3, X,, X3) haromdimenziés véletlen vektor, amelynek komponenseajdtign/\' (0, 1) el-
oszlasuak. Definialjuk a kévetkézaltozékat:

0:=/X?+ X3+ X2 &= Xi/o, i=1,2,3.

a) Hatarozzuk meg sirliségfiiggvényét.
b) Bizonyitsuk be, hogy és a = (&1, &2, £3) vektorvaltozo egymastol fliggetlenek, tovabba azt, hogy a
véletlen vektor egyenletes eloszlast az egységgémbriélszi

HF 10.9° LegyenekX ésY fuggetlenN (0, 1). illetve A/(0, 4) eloszlasu valdszinliségi valtozék &segy véletlensze-
rGien kivalasztott pont aR? sikon, melynek koordinatdiX; Y). Hatarozzuk meg a kovetkézsemények
valészinliségét:

a) M e {(z,y) €R? : 2] <1, |y <2},
b) M e{(z,y) eR?: 0< 2 <2, |yl <2},

) Me{(z,y) eR?: 0< <2 0<y<4},

(z,y) eR* : 2 +y <0, |z| <1, y > -2},
e) M € {(z,y) € R? : 2° + (y*/4) < 1},
) Me{(z,y) eR? : a? + (y?/4) < ).

HF 10.10 Egy ember vonattal €s tavolsagi autébusszal utazik a mefkate. Menetrend szerina vonat 7:30-kor
érkezik, a busz pedig 7:37-kor indul. Az atszallas két peresz igénybe. Am a vonat valodi érkezési ideje
normalis eloszlasualoszinliségi valtozo melynek varhato értéke 7:30-karésmszorasa 4 perc. Az autébusz
valédi indulasi ideje a vonat érkezé8éfliggetlen, szintén normalis eloszlasu valészinlisalyozo, melynek

varhato értéke 7:37-kor van, szérasa pedig 3 perc. Menmalaa valdszinlisége, hogy emberiink a hét 6t
munkanapja kozil legfeljebb egy alkalommal késse le a lsadtedozast?

Bonusz: Legyenek, Y ésZ flggetlen, azonos Geomj(eloszlasu valdszinliségi valtozok.
a) Szamitsuk ki a kdvetkérvaldszinliségeket:

P{X=Y}, P{X>2V}, P{X+Y<Z}
b) LegyenU := min{X,Y} ésV := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy/ ésV fiiggetlenek.
11.HF:

HF 11.7 Két dobdkockaval dobunk, legyexi a nagyobb} a kisebb dobott szam. SzamoljukXifeltételes sulyfiigg-
vényét, azX =i, i =1, 2, ..., 6 feltétel mellett. Fliggetlen egymastl ésY? Miért?

HF 11.2* a) X ésY egyluttes slrliségfliggvénye
fr,y)=c(z*—y?)e® 0<z<oo, —z<y<ua

Mi Y feltételes eloszlas&l = zx feltétel mellett?

b) LegyenekX, Y ésZ fuggetlen valdszinliségi valtozok. Legyahill. Y eloszlasfuggvényé'(x), ill.
G(z), éslegyerP{Z =1} = p = 1 — P{Z = 0}. Hatarozzuk meg a kdvetkézal6szinliségi valtozok
eloszlasfuggvényeit:

T:=ZX+(1-2)Y, U:=ZX+(1-2Z)max{X,Y}, V:=ZX+(1—Z)min{X,Y}.
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HF 11.2 Egymastdl fliggetleniN ember érkezik egy Uzleti vacsorara. Amikor megérkezik,demember koriilnéz,
hogy van-e a mar megjelentek kozétt baratja, majd vagy oalaiélgyik baratjanak az asztalahoz, vagy egy
Ures asztalhoz ul, ha nem érkezett meg még egy baratja serharheely két ember mindefitfiiggetlendil
p valoészinliséggel baratja egymésnak, szamoljuk ki az lalfogsztalok varhaté szamatTipp: legyenX;
annak az indikatora, hogy azedik megérkezd Ures asztalhoz Ul. (A23z= 1, ha lres asztalhoz (l, és
X, =0, hanem)

HF 11.2° Véletlenszerlien sorbanallférfi ésn nod.

a) Mennyi azon férfiak varhat6é szama, akik mellett (az@ttelagy mogott) 8 all a sorban?
b) Mennyi lenne a valasz, ha nem sorbanallnanak, hanem egydeztal koré tlnének le?

HF 11.5 Adott egy 100 embeidd allé csoport.

a) Mennyi azon napok varhat6 szama, amikor legaldbb 3 embearekdzilik sziletésnapja?
b) Véarhatéan hany olyan nap van egy évben, amikor kdzulik isdklsziletésnapja van?

HF 11.8°* LegyenX,, X,,... fuggetlen azonos eloszlasi folytonos valoszinliségoxék sorozata, legyetv > 2
olyan, hogy
X1>2Xo2>--2>2Xn_1 <Xn.

Azaz azN-edik az el§ tagja a sorozatnak, ahol a sorozat néveivalik. Mutassuk meg, hodg(N) = e!
(Tipp: érdemes el6szor kiszamoP{ N > n}-t.)

HF 11.7* a) LegyenekX ésY flggetlen, nemnegativ értékl folytonos valészinliséfiordk, melyekrédEX < oo
ésEY < co. Bizonyitsuk be, hogy

Emin{X, Y} = /P{X >t} -P{Y >t} dt.
0

b) Altalanositsuk az ébbi dsszefiiggést tefdiegesk darab fliiggetlen, nemnegativ értékii folytonds,
X5, ... X} valoszinliségi valtozora, melyé@kifeltessziik, hogy véges a varhat6 értékuk:

o0

k
Emin{X;, Xo, ..., Xj} :/HP{Xj >t} dt.
o J=1

c) Az a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy
Emax{X, Y} = / [1-P{X <t} P{Y <t} dt.
0

d) LegyenekX;, X, ...X} fuggetlen,(0, 1)-en egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozok. Hezako
meg az
Emin{Xl,Xg, ...,Xk}, EmaX{Xl,Xg, ...,Xk}

varhato értékeket.

HF 11.8°* n-szer feldobunk egy valészinliséggel fejet add érmét. Szamoljuk kila2, ..., k hosszl csupa fej rész-
sorozatok varhaté szamatl € k < n)
HF 11.9* LegyenekXi, X, ..., X, fuggetlen és azonos eloszlasu folytonos valdszinlségiadk. Azt mondjuk,

hogy egy rekord érték tlinik fgkkor (j < n), haX; > X, mindenl < i < j esetén. Mutassuk meg, hogy

a) Elrekord értékek szama= Xn: %,
J

=1
b) D[rekord értékek szama: 3" L.
j=1

HF 11.10 LegyenekX ésY fliggetlen azonos eloszlasi nemnegativ valdszinliségizé. EXLH/ =?

Bénusz: Harom probalkozasi leldsggiink van, mindegyik prébalkozas azonos valészinéséggeres. JeldljeX a
sikeres probalkozasok szamat. Ha tudjuk, hBgy ) = 1.8,
a) mennyiP{X = 3} lehetséges legnagyobb értéke?
b) mennyiP{X = 3} lehetséges legkisebb értéke?
Mindkét esetben talaljunk ki egy val6szinliségi forgatdkéet, aminek eredménye{ X = 3}, és ez az érték
a leheb legnagyobb/legkisebb.Tipp: a b) rész megoldasat kezdhetjuk ugy is, hogy legyen(0, 1)-en
egyenletes val6szinlségi valtozo, majd definialjuk adgdkalzasokat/-val kifejezve.
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12.HF:

HF 12.1°

HF 12.2

HF 12.3°

HF 12.4

HF 12.5°

HF 12.6°

HF 12.7¢

HF 12.8

HF 12.9°

a) HaE(X) = 1 ésD?(X) = 5, hatarozzuk me®[(2 + X)?] ésD?(4 + 3X) értékét.
b) LegyenekX ésY fiiggetlen azonos eloszlasu valdszinliségi valtgzé#rhato értékkel és szérassal.
Szamoljuk kIE[(X — Y)?] értékét.
10 hazaspar Ul le véletlen elhelyezéssel egy kerekasztamamitsuk ki
a) a varhatoértékét,
b) a szorasnégyzetét
annak, hogy hany férj Ult a felesége mellé.
a) LegyenX az a szam, ahanyszor 1-est latukikaz a szam, ahanyszor 2-est latunkshszer dobunk egy
szabalyos kockaval. Szamoljuk ki e két valészinliségoralkorrelacios egyutthatdjat.

b) Egy dobokockat kétszer feldobunk. Legy&na dobasok 6sszege, Esaz el$ dobas minusz a masodik
dobéas. Szamoljuk KCov(X, Y)-t. Fuggetlenek-& ésY?

X ésY egylttes sirliségfuiggvénye

1

—eWtz/v) /x haz >0, y >0,
flz,y)=qY

0, egyébként.

a) Hatarozzuk med(X) ésE(Y') értékét, valamint mutassuk meg, ha@gv(X, V) = 1.

b) Szamoljuk KIE(X?|Y = y)-tis.

Egy graf csucsokol, és a csucsokat Osszeldtlekbd! all. Tekintstink egy grafot, melynek csucsat 1-
tél n-ig megszamoztuk, és tegyiik fel, hogy mind (@ csucspar kozott egymastol fuggetlendl varpél
val6szinliséggel, és nincsiél p valdszinliséggel. (Ezt hivjak Ed8-Rényi véletlen grafnak.) AizcsicsD;
fokszdmazi csucsbdl kiindulo élek szama.

a) Mia D; véletlen szam eloszlasa?

b) Hatarozzuk meg &, ésD; valtozoko(D;, D;) korrelacios egyutthatojatTipp: definialjukX;-t mint
azi-bol indulo, de nemj-be érkezo élek szamat, Es-t mint azi ésj kozotti €l meglétének indikatorat.
Fejezzik kiD;-t ésD;-taz X;, X;, ésl;; valtozokkal, ezutan szamoljunk korrelagiot.

Eqgy liftbe a féldszinten beld&pemberek szama Poisson eloszlasu valészinliségi validxarhaté értékkel
emelet van és minden ember egymastdl fliggetlenil, azohdszialiséggel szall ki azemelet barmelyikén.
Szamoljuk ki, varhatéan hanyszor all meg a lift, mig az @aitast is kirakja.

Egy ember autébaleseteinek szama egy adott éxtpemaméter{i Poisson eloszlasu valdszinliségi valtozo. Ez
a A paraméter minden embernél mas és mas, a népéssahzalékdndl, 40 szazalékdnd. Ha véletlendl
kivalasztunk egy embert, mi a valészinlisége annak, hogy

a) nem tortént vele baleset,
b) pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben?

c) Mi a feltételes valoszinlisége, hogy pontosan 3 balesatatedett egy adott évben, feltéve, hogyzél
évben nem tortént vele baleset?

d) Ismételjik meg az ékbeket, ha az-nél kisebb\ paraméterrel rendelkézmberek aranya a népességben
1—e™”*.

LegyenekX:, Xo, ..., X, fuggetlen és azonos eloszlasi valoszinliségi valtozatéretezuk meg
E(Xl‘Xl +X2++Xn :Jf)

értékét. .Q-Ipp E(X1 +Xo+---+ X, |X1 +Xo+---+ X, = :ZJ))

LegyenX standard normalis eloszlasu, EsY-t6l fuggetlen,P{I = 1} = P{I = 0} = 1/2 eloszlassal.
Definialjuk a kdvetkeé valdszinliségi valtozot:

X, hal =1,
Y =
-X, hal = 0.

Azaz:Y (X-t6l fuggetlenl) egyerd eséllyel leszX vagy — X .
a) Flggetlen-eX ésY?
b) Flggetlen-d ésY?
c) Mutassuk meg, hogy” standard normalis eloszlasu.
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d) Mutassuk meg, hog€ov(X, V) = 0.
HF 12.10° Az (X, Y) € R? valészin(iségi vektorvaltozé legyen kétdimenzios noisreélbszlastin = (—1,1) varhato-

érték-vektorral €g’ = (g g) kovarianciamatrixszal. Szamitsuk kP{X > —1, Y > 1} valdszin(iséget!

(Tipp: C = B2, ahol B = G ;) )

Bonusz: a) A feltételes kovariancia a feltételes varhaté értékkel ugg definialva, mint a kovariancia a varhaté
értékkel. Vezessuk lefaltételes kovariancia formulat

Cov(X, Y) = E(Cov(X, Y | Z)) + Cov(E(X | 2), E(Y | Z)).

b) Hamis érmével dobunk, melynéfe valészinlisége, azirdsépedigqg = 1 — p. Jeldljik X -szel ésy -nal
az el®, illetve a masodik tiszta (fej vagy irds) sorozat hoss@at. ha dobassorozatunRF FIIF ...,
akkorX = 3,Y = 2; ha pedig dobassorozatudk’F'I ..., akkorX = 1,Y = 2...) Hatdrozzuk meg a
kovetked mennyiségekeE X, EY, EX?2, EY2, D2X, D?Y, Cov(X, Y).

Bonusz: Egy négyzetracsos papirra egy tintapaca cstppekkdvh a valészinlisége, hogy a paca nem metszi a vo-
nalakat, ha azok fél centire vannak egymastol, a tintatajasa pedig egyenletes eloszlasib am, 1/3 cm)
intervallumon?
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