Félévi idbbeosztagnagyjabol)hazi feladat beadasi hataridkkel (pontosan)
Valdszinliségszamitas 2. matematikusoknak és fizikugpR09 tavasz

Datum Téma beadandé
Feb 12Cs Konvolucioé (normalis, Cauchy, exponencialis)
Feb 19Cs/20P 1 gyakorlat(
Feb 26Cs Konvolucio; gen. fv-ek, elagazé folyamatok, bolyongasok 1. HF
Mar 5Cs/6P 1 gyakorlat{
Mar 12Cs Gen. fv-ek, elagazé folyamatok, bolyongasok; karaktakiss fv-ek 2. HF
Mar 19Cs/20P 1 gyakorlat{
Mar 26Cs Karakterisztikus fv-ek, CHT 3. HF
Mar 31K 1. ZH 17:15-kor, K140
Apr 2Cs/3P T gyakorlat
Apr 9Cs Véges Markov lancok: alapfogalmak 4. HF
Apr 16Cs/17P T gyakorlat
Apr 23Cs Véges Markov lancok: stacionérius eloszlas; végtelen matkncok 5. HF
Apr 30Cs T gyakorlat]
Maj 5K 2. ZH 17:15-kor, K140
M4j 7Cs Végtelen Markov lancok: rekurrencia-tranziencia 6. HF
M4j 14Cs/15P 1 gyakorlat]

A héazi feladatok jelen file-ban keriilnek kitlizésre, é8aeias kezdetekor (paratlan hét csiitortokok 8:30) bea#tandd
Minden feladat szamit, és annyi pontot ér, ah&man mellette. Az 1. ZH anyaga az élkarom ebadas és gyakorlat, a
2. ZH anyaga az efshat, Hképpen 4., 5. és 6.@das és gyakorlat.

1.HF: (Beadandd: februar 26)

HF 1.1°°°

HF 1.2¢

HF 1.3°°

HF 1.4°°

HF 1.5°*°

HF 1.6

HF 1.7

Mdricka matematikushallgatd a BME-n, Valoszinliségstasi. gyakorlathol probal atmenni. Ha nem sike-
rul neki az egyik félévben, akkor a kdvetkefglévben Ujra probalkozik. Az egymast koddéelévek probalko-
zasainak kimenetele fuggetlen, és minden félé\f;malészin[]séggel bukik meg. Ha az alairast megszerezte,
még ugyanabban a félévben prébalkozik az elméleti vizdghiem ez nem sikerll, akkor a kévetkiefélév-

ben uUjra probéalkozik az elméleti vizsgaval, egészen addigg at nem megy ezen is. Az egyes félévekben
elmélettdl 1 valdszinliséggel megy at. Hatarozzuk meg Mdricka Valdsgigszamitas 1.-el toltstt félévei
szamanak az eloszlasat!

Bizonyitsuk be, hogy h& ésY fiiggetlen standard normalis eloszlasu valdszinliségpzéik, valamint és
b valos szamok, akkdi = aX + bY ésV = bX — aY val6szinliségi valtozok is figgetlenek. Részletesen
indokoljunk! Milyen eloszlasu lesiZ ésV'?

LegyenX ésY fliggetlen Exp)), illetve Exp(u) eloszlasu valdszinliségi valtozd. Hatarozzuk mieg=
X + Y sUrliségfiggvényét. Mi torténik’a— p hatardtmenetben?
LegyenX ésY fuggetlen, Pdi\), illetve E(0, 1) eloszlasu valészinliségi valtoz6. Hatarozzuk meg) :a=
X + Y valdszinliségi valtozo eloszlasfliggvényét.
LegyenekX ésY fliggetlen azonos eloszlasu valészinliségi valtozok, ekaelgk kézos sirliségfliggvénye
f(z) = 32% - 1{x € [0, 1]}. Hatarozzuk meg a& := X + Y és aV := X — Y valdszinliségi valtozok
(margindlis) sliriségfuiggvényét.
Legyenek X, X,, ... flggetlen, azonos eloszlasu val6szinliségi valtozokyekakk sirliségfliiggvénye
xe~*, haz > 0, és0 egyébként. Legyen tovabb®, = 0 ésS,, = X; + --- + X,,, valamint legyen
N(t) = max{n : S, < t}.

a) Adjuk megsS; sirliségfuggvényét.

b) Hatarozzuk megV(t) eloszlaséat, azak = 0,1,2,...-raP{N(t) = k} értékét! (Szamolas nélkil is

megy, ha j6l megértettiik niit van sz6.)

LegyenX egyenletes &0, 1, ..., n— 1} halmazon. Bizonyitsuk be, hogy hanem prim, akkorX eloszlasa
eléall, mint két egészértéki eloszlas konvolicioja.

2.HF: (Beadandd: marcius 12)

HF 2.1°*

Legyen X egy N-érték{ valoszinliségi valtozo. Jeldljik eloszlasanakegatorfiiggvényéP(z)-vel. irjuk
felaza, := P{X < n}, b, := P{X < n}, ¢ :=P{X >n}, d, := P{X > n+1} és
e, : = P{X = 2n} szamsorozatok generatorfiggvényeit. (Figyelem: ezekeleszlasok.)



HF 2.2%°

HF 2.3°°

Boénusz®
HF 2.4°°°

HF 2.5°°

HF 2.6

LegyenekX;, Xs, X3, ... fliggetlen és azonos eloszlasu valdszinliségi valtoz@iskeéloszlasfiggvenyik

F(z) := P{X; < z}. Legyenv ezekbl fiiggetlen,N-értékii valészinliségi valtozo; jeldljik(z)-vel a
v eloszldsanak generatorfliggvényét. Mutassuk meg, hody az max{X;, Xo, ..., X, } valészinliségi

valtozo eloszlasflggvényl (z) = G(F(x)).

LegyenAy, Ay, ... A, egy(n+1)-szdgil konvex poligon a sikban. Legyen= 1, ésn > 2 esetén jeldlje,,
azt a szamot, ahanyféle kilontomddon ezt a poligor(tn — 1) haromszégre tudjuk bontariip — 2) egymast
at nem metsz atld berajzolaséaval. Bizonyitsuk be, hagy> 2 esetén fennall a kdvetkéazonossag:

Gp = @10p—1 + 020p—2 + -+ ap—101 = E Al —k-

A fenti azonossag alapjan hatarozzuk megasorozat generatorfliggvényét.

Az elébbi generatorfliggvény segitségével adjunk explicijéifésta,,-re.

LegyenekX, Xa, ... flggetlen (optimista, azaz a siker sorszamat tekintjlilQre; ) eloszlasu valészini-
ségi valtozok, és egy Blik fliggetlen, (szintén optimista) Geogpp) eloszlasi valdszinliségi valtozé. Lassuk
be generéatorfuggvény-mddszerrel, hogy

Z X; ~ Geon(plpg).

=1

Adjunk val6szinliségszamitasi értelmet is a kapott foamaik.
Egy utca aut6forgalmat Ggy modellezziik, hogy

a) az idbskalat fix és oszthatatlan egy masodpercniegl/ségekre osztjuk,

b) feltesszuk, hogy € (0, 1) annak a valészinlisége, hogy az egyénigtrvallumokban elhalad az utcéan

egy auto,

c) tovabba azt is feltesszlk, hogy az egydeiglységekben tértéresemények egymastdl fiiggetlenek.
Egy gyalogos akkor tud atmenni az utca tuloldalara, ha #gdmhégy masodpercig forgalommentes az utca.
(Feltesszik, hogy az utca belathat6: a gyalogos el tudjeediymogy a kovetkdznégy masodpercben lesz-e
forgalom.) Hatdrozzuk meg a gyalogos varakozasi idejémasleigitorfliggvényétSegitség: Alkalmazuk a
teljes varhatoérték tételét (avagy toronyszabalyt) awaatkozéan, hogy az elsé kocsi mikor érkezik!
Egy pokpy = @% valészinliséggel rak darab peték = 1, 2, ... esetén (tehat biztosan rak legalabb
egy petét).

a) Hatarozzuk meg a lerakott peték szaméanak generatorflggién

b) Minden egyes pete a tobbltés a peték szamatdl fuggetlenjivalészinliséggel kel ki. Hatarozzuk meg
a kikelt peték szamanak generatorfliggvényét, varhatédirés annak a valészinliségét, hogy pontosan
egy kikelt utéda lesz a péknak!

3.HF: (Beadandd: marcius 26)

HF 3.1°*°

HF 3.22%°

HF 3.3*°

HF 3.4

HF 3.5°°°

Legyenek(i, (s, ... fliggetlen és azonos eloszlasl valdszinliségi valtoPdk;, = +1} = 1. Legyen
n

Sn = > ¢; egyszer(, szimmetrikus bolyongésn. Legyenr = min{n| S, = 1} az el$ szint elérési ideje.

i=1
Hatarozzuk me®{r = k} értékét! '
lim k2 - P{r =k} =?

k—o00
TekintsikZ helyett a (végtelenfs,, g-ed foki homogen fat mint alapgrafot és rajta a szimmetrilalgon-
gast. Azaz:S,, egy véletlen bolyongé& ,-n, amely egy megjeldlt cstcsrol (origorol) indul ééédységen-
ként Iép az aktudlis hely szomszédja koziil egyet egyenletes valdszin(iséggel valasztva. Szamoljuk ki
a®, F, L generatorfuggvényeket®(z): egy kijelolt el szomszéd elérési idejének generatorfiggvénye,
F(z): origdba valo el viszatéés idejének generatorfliggvényes): origdba vald utolsé latogatas idejének
generéatorfuggvénye.)
Jeldlje d(p) annak a valdszinliségét, hogy soha nem pusztul ki egy olggaz) folyamat, amelyben az
utédok eloszlasa Pesszimista Geépin Rajzoljuk fel ap — 6(p) figgvény grafikonjat.
Legyenf(z) =1— |z, halz| < 1ésf(z) =0, ha|z| > 1. Hatarozzuk meg af slriiségfliggvényl eloszlas
karakterisztikus fliggvényeét.
Legyen azX valOszinliségi valtozo eloszlasanak slrliségfliggvénye

o) = Lo,

ahola pozitiv konstans. Hatarozzuk meg &zvaldszin(iségi valtozo karakterisztikus fliggvényét.



HF 3.6°** Magyarazzuk a karakterisztikus fiiggvények segitségével a

sint  sint/2

tt)2

ost/2

azonossagot.
Bdnusz®® Bizonyitsuk be valoszinliségszamitasi Uton a

Si%t = 10_0[ COS 2%
k=1
azonossagot.
4. HF: (Beadandd: 4prilis 9)
HF 4.1°** LegyenekX ésY fiiggetlen, ExpX) eloszlasu valésziniliségi valtozok, éKik figgetlenl

P 1, 1/2val6szinlséggel,
| =1, 1/2valésziniiséggel.

Mutassuk meg, hogy aX — Y valOszinliségi valtoz6 karakterisztikus fllggvénye meggeilk a~Z - X valo-
szinliségi valtozo karakterisztikus fliiggvényével. Azgz- Y 27.x; probéljuk meg megmagyarazni ezt
a tényt valészinliségszamitasi terminusokban is. (Vaj@r pont exponencialis valtozékkal miikddik?)

HF 4.2°** Kovacsék naponta olvassak az Ujsagot, majd a szoba sarléaarjsagkupac tetejére teszik a kiolvasott pél-
danyt. Esténként 1/3 valészinliséggel valamelyik csatpftigja a teljes Ujsagkupacot és kidobja a szemétbe.
Valahanyszor 6t Gjsag gyllik fel a kupacban, Kovacs Urdagagat és kidobja a kupacot (1 valészinliséggel).
Tekintsik esténként (tehat az esetleges selejtezés ukaippaban 16§ Gjsagok szamat.

a) Esszer(i-e Markov lanccal modellezni a folyamatot? Ha,igeonositsuk a Markov lanc allapotterét és
irjuk fel az atmenetvalészinliségek matrixat.

b) Vasarnap este Ures volt az Gjsagkupac. Mekkora valosziigés lesz csitortok este pontosan egy Ujsag
a kupacban? Szamitsuk ki esetszétvalasztassal és matérpazassal is.

HF 4.3** irjuk le egy olyan elagazo folyamat atmenet matrixat, amefyaz egyes egyedek leszarmazottainak szama
(pesszimista) geometriai eloszlasu. (E Markov lanc ati@pe nem véges, hanem megszamlalhaté végtelen —
no de sebaj!)

HF 4.4°** (Bernoulli-Laplace urnamodell keverésre.) Két urnaban vannak golyoinkN darab mindketiben. A go-
lyok kdzul N kék ésN piros. A golydkat a kdvetkékeéppen keverjik: idegységenként kivalasztunk vélet-
lenszerlien egy-egy golyot mindkét urnabol és atkddicseréljik. (Az egyes urnakban fgolydk szama
nem valtozik, de a szinek szama valtozhat.) irjuk le a folgashallapotterét é$> tmenetmatrixat.

HF 4.5°°* A&, t =1, 2, ... valdszinliségivaltozok legyenek fliggetlenek ésazb{d@s = 1} = p = 1-P{& = —1}
eloszlasuak. Vizsgaljuk meg, hogy Markov lancot alkoteakkovetked valdszinliségi valtozé sorozatok:

a) X;:= &€y (beugratos kérdés!);

b) V;:=&6& ... &
Q) Zi:= ®(&r, €41), ANOIB(—1, —1) = 1, B(—1, 1) = 2, (1, —1) = 3, (1, 1) — 4.

A Markov lancokra szamitsuk ki az egy lépéses atmenetvaldseg-matrixokat.
HF 4.68°°°* Legyen¢y, &1, &2, ... fuggetlen és azonos eloszlasu valdszinlségi valtoz@zata,

g:R—{1,2,..., N} és f:{y2, ..., N} xR—-{1,2,..., N}

rogzitett (mérhe) fliggvények. Ertelmezziik a¥;, t = 0, 1, 2, ... folyamatot a kévetkeiképpen: X, =
9(&0)s Xev1 = f(Xy, &41). Markov lancot alkot-e aX; sorozat? Ha igen, adjuk meg az &tmenet-matrixéat
(a&; valoszinliségi valtozok kozos eloszlasanak és égg fliggvények ismeretében).

5.HF: (Beadandé: aprilis 23)

HF 5.1°°** Legyenek a2, Ys, ... fliggetlen és azonos(E 1) eloszlasu valoszinliségi valtozok, és legygn= kY, S, =
X1+ X +--- + X,,. Bizonyitsunk NSZGYT-t és CHT-t ag,, valdszinliségi valtoz6 sorozatra.

HF 5.2** LegyenX, ~Pesszimista Geofp). Lassuk be karakterisztikus fliggvény-modszerrel, hogy, hatareloszlasa
Exp(1), ahogyp \, 0.



HF 5.3** Mutassuk meg, hogy a Pesszimista Negativ Binoniiglis) eloszlas gyengén konvergél a Poi eloszlashoz, ha
r — oo (a sokadik sikerre varunk) ugy, hogy (1 — p) — X (a siker valdsziniisége igy tart 1-hez).

HF 5.4°** Osztalyozzuk az alabbi Markov lancok allapotait:

a)
0 1/2 1/2
§S={1,2,3}, P=[1/2 0 1/2
1/2 1/2 0
b)
0 0 01
0 0 01
S={L234  P=|15 15 0 0
0 0 10
c)
/2 0 1/2 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
§=1{1,2,3,45}, P=][1/2 0 1/2 0 0
0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 1/2
d)
0 1/2 1/2 0 0 0
0o 0 0 1/3 1/3 1/3
B o o o 1/3 1/3 1/3
S={L2345¢6. P=|] o o o o o
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

HF 5.5°** Egy szabalyos érmét dobalok. Varhatdéan hanyszor kell beldm az érmét, hoglf F F-et lassak? Es hogyI F-et
lassak?

Segitség: érdemes egy nyolc allapotu allapotteret fel@jz(A harmadik érmedobas utan van csak értelme alla-
potokrdél beszélni). Hasznalhatunk Maple-t vagy Matheozatiaz adddo egyenletrendszer megoldasara.

HF 5.6°*** Tekintslink egy egyszerl bolyongast azon a grafon aminekieseaid, B, C, D, E és élei:AB, AC, BC, CD,
BD,BE, DE.

a) Tegylk fel, hogy a bolyongé a# csucsbdl indul. Mennyi &' csucs el eléréséig megtett [épések szamanak
varhato értéke?

b) Tegyuk fel, hogy a bolyongd &' cslcsbdl indul. Mennyi az disvisszatérésig megtett [épések szamanak
varhato értéke?H]. az elsd 1épésre valo feltételezéssel ezt is meg tudjokloi)

¢) Tegyuk fel, hogy a bolyong6 a# csucsbdl indul. Varhatéan hanyszor farben miebtt eldszor elérné &
csucsot?

d) Tegyiik fel, hogy a bolyongé # cslcsbdl indul. Mennyi annak a valdszinlisége, ho@plekri el azA
csucsot, mint &' csucsot?

6.HF: (Beadandd: majus 7)

HF 6.1°** Kovacsék naponta olvassak az Ujsagot, majd a szoba sarkéidarjsagkupac tetejére teszik a kiolvasott példanyt.
Esténként 1/3 valdszinliséggel valamelyik csaladtagfatgljies Ujsagkupacot és kidobja a szemétbe. Valahanyszor
Ot Ujség gyilik fel a kupacban, Kovacs Ur fogja magat éshijimla kupacot (1 valészinliséggel). Tekintsik esténként
(tehat az esetleges selejtezés utan) a kupacbanijéaigok szamat.

a) Hosszu id utan mennyi a kupacban @vijsagok szamanak varhat6 értéke?
b) Tegyuk fel, hogy kezdetben 0 Gjsag van a kupachan. Varhdiéaynnap mualva lesz Gjbdl tres a kupac?

HF 6.2°** (Ehrenfest urna modell.) Egy vizslan és egy labradorongs&s®V bolha van. Minden idpillanatban egy véletle-
nul valasztott bolha &tugrik az egyik kutyérdl a mésikratdsazzuk meg a modell stacionarius eloszIlasat.

HF 6.3*¢ (Bernoulli-Laplace keverési modell) Két urnaban széwsztV fehér ésN feket goly6t Ugy, hogy mindegyik
urnadbaN golyo keruljon. Minden lépésben véletlenszerlien kivAlask egy-egy golyot mindkét urndbol, és ki-
cseréljukbket. JeldljeX,, az el urndban Ié§ fehér golyok szamat az [épés utan.



a) Mutassuk meg, hogy,, Markov lanc, és irjuk fel az egylépéses atmenetvaldsegls matrixat.
b) Mutassuk meg, hogy az egyetlen stacionarius eloszlas

HF 6.4°** Tekintsiink egy elagazo folyamatot, melynél egy 8zijfermekei szamanak eloszlé(m)zo. Ebkol irreducibilis
Markov lancot csinalunk Ggy, hogy ha a populécio kihal, adtke Iépésben egy Uj egyedet Ultetlink be kitllr
Mely (pi);)io eloszlasokra lesz az igy értelmezett Markov lanc pozittumens, null rekurrens, illetve tranziens?

HF 6.5°°°* LegyenekX;, X», X3, ... flggetlen és azonos eloszlasu, egész értéki valosginigéozok, melyeknek van
vérhato értékik éE(X;) = 0. LegyenS, = 0 és

SvL:X1+X2+"'+Xn.

(Azaz: S, bolyonga<Z-n, melynek egymasutani 1épés€i, Xo, ....) Legyen tovabba

() : = E(iu&:m}),
Jj=0

a [0, n] id6intervallumban az racsponton toltott részédvarhato értéke. (E figgvényt a bolyongas Green-fuiggve-
nyének nevezzik.)

a) Bizonyitsuk be, hogy minden € N ész € Z esetén
Gr(0) > G, (2).
UtmutatasTekintsiik az: racspont el§ elérésének idejét.
b) Emlékezziink a Nagy Szamok Gyenge Torvényére: barmely) esetén

lim P(\Sn| < 571) =1

n—oo

Ennek segitségével bizonyitsuk be, hogy rogzitett0 mellett

1
lim — =1
Jim, o 2 Gal@)

|z|<en
c) Az (a) és (b) pontok eredményének felhasznalasaval bimybe, hogy

lim G, (0) = cc.

n—oo

d) A fentiek alapjan lassuk be, hogy &z Markov lanc rekurrens.
e) Alkalmazhato-e a fenti okoskodas magasabb dimenziés bghsra?

HF 6.6** AP = (Piyj)f\fj:l sztochasztikus matrixatuplan sztochasztikusnakgy bisztochasztikusnakevezziik, ha nem
csak sordsszegei, hanem oszlop-6sszegei is diglemtel. Legyen azX; Markov lanc irreducibilis azS =
{1, 2, ..., N} allapot-halmazon és atmenetval6sziniiségeinek matiszéoshasztikus. Mutassuk meg, hogy az
X, Markov lanc stacionérius eloszlasa egyenleteS halmazon, és forditva: ha a stacionarius eloszlas eggsnlet
akkor az atmenetmatrix bisztochasztikus.

Bénusz?*** Tekintsuk a kdvetkdz sorbanallasi problématX,, a sorbanallé vasarlok szamakor. Minden(n, n + 1], n €
N idéintervallumbarnp € (0, 1) valészinliséggel egy Uj vaséarlo érkezik és a sor végéreHithl figgetlendl,
ugyanebben az @intervallumban a sor elején all6 vasaroe (0, 1) valdszinliséggel kiszolgaljak éslhagyja a
sort. Legfeljebb egy Uj vasarlé érkezhet és legfeljebb empanot szolgalnak ki egységnyi Gimhtervallumonként.
A kiilonboa idGintervallumokban tértéhesemények egymastol fliggetlenek.

a) Markov lanc-e azX,, folyamat? Ha igen, irjuk le az allapotterét és atmenetxitds allapitsuk meg, hogy
irreducibilis-e, illetve, aperiodikus-e.
b) Mely (p, q) paraméter értékekre lesz Az, Markov lanc pozitiv rekurrens, null rekurrens illetve z&@ms?

c) A pozitiv rekurrens esetben hatarozzuk meg a Markov té&st@ciondrius (invarians) eloszlasat. Mennyi a sor
atlagos hossza a stacionarius allapotban?



d) A tranziens esetben hatdrozzuk meg annak a val6szin(ibégit kezdetben hosszl sorral indulva, valaha

is kitirtl a sor.

Bonusze***** Alabb harom Markov lanc sz6ban és hozza harom eloszlak. fgja Markov lancok allapottereit, atmenetvaloszi-
nliségeit, és igazoljuk, hogy a megfélelloszlasok a stacionariusak.

a) n, kdrben elhelyezett urnabangoly6 kdzil minden masodpercben egyet véletlenszer{mndolunk, és azt

b)

az 6ramutaté iranyaba&szomszéd urnaba athelyezziik, amennyiben az iires. Ha renakkor nem csina-
lunk semmit.Fermi-Dirac eloszlas: k golyot véletlenszerlien elosztunk> & urndba ugy, hogy mindegyik
urnaba legfeljebb egy kerilhet.

n, kdrben elhelyezett urnabangolyd kdzil minden masodpercben egyet véletlenszer(mndolunk, és azt
az 6ramutat6 iranyaba&szomszéd urnaba athelyezzikaxwell-Boltzmann eloszlas:k megkulénbdztet-
het golyot véletlenszerlien elosztunkurnaba.

n, kérben elhelyezett urna kdzil minden masodpercben egyetlenszeriien kisorsolunk, és egy abbad lev
goly6t — ha van — az 6ramutat6 iranyabé ezomszéd urnaba athelyezzose-Einstein eloszlask meg-
kilénboztethetetlen golyot véletlenszeriien elosztunknaba.



